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Plückersche Coördinaten 


DOOR 
J. M. HILLENIUS (Haarlem). 
(Vervolg van Jaarg. XV, bladz. 186.) 


S 12. Om ons te oefenen in het overgaan van punt- 
coördinaten in liĳjncoördinaten en omgekeerd, zullen we 
eerst van eenige bekende krommen de vergelijking in 
lijncoördinaten afleiden. 

1°. De ellips 


2 2 
ae + en De. 1 EET ohne en orn ekatte (1) 
Raaklijn in een punt (a,,y‚) is 
LEY YUI 
PC Da nn EE (2) 
Deze snijdt van de X-as en Y-as af de stukken 
2 2 
neen 3) 
Li Yi 


hetgeen we vinden door in (2) achtereenvolgens y=0 en 
x=0 te stellen en daarna ex en y op te lossen. De lijn- 
coördinaten van de raaklijn in (@,,y,‚) aan de ellips (1) 
zijn dus volgens (3): 
EER ee De 
TC 
We moeten nu zoeken het functionaal verband, dat er 
bestaat tusschen de coördinaten wu en v van de raaklijn (4); 
daartoe lossen we x, en y‚ uit (4) op: 
Ere au rb et (0) 
Daar (@‚,y‚) de puntcoördinaten zijn van de ellips (1) 
is volgens (1): 


2 2 5 5 
od ls0e 6) 

Substitueert men daarom (5) in (6), dan vindt men: 
Oeh tr ODE Dee PE 


Deze vergelijking geeft het gevraagde functionaal verband 
tusschen de coördinaten van elke raaklijn aan de ellips (1), 
zoodat (1) de vergelijking in lĳjncoördinaten is van de ellips, 
die (1) tot vergelijking in puntcoördinaten heeft. 


S 13. 29%. De hyperbool 


a 8 
ee (1) 
heeft tot raaklijn in een punt (@,,y‚): 
LL 
me … @ 
waarvan de afgesneden stukken met de X- en Y-as zijn: 
de en on 
Li Yi 
zoodat haar lijneoördinaten zijn : 
ue, v= Ee 
waaruit we vinden: 
Lj =S — a? u, y= db 
(2,‚,y,) is een punt van (1), zoodat 
Pi 
a? b? 
Substitueer (5) in (6): 
a?u? —b?v* —1=0. . (7) 


Dit is de vergelijking in lijncoördinaten van d REGE 
waarvan de vergelijking in puntcoördinaten is (1). 


98. Voor de ee EDR, 


DE ne I=Zz0 
vindt men op dezelfde Ee 
atu? —bio? J1=0,. 


40. Geeft men de vergelijking van de hyperbool in 
puntcoördinaten door de asymptoten als coördinatenassen 
te kiezen: 


WU NOn eee OA Se NR (10) 
dan is de raaklijn in (x,,y‚): 
Lys Bi hen 
Afgesneden stukken van X- en Y-as: 
2 2 
Bi a 12) 
Y1 Ni 
zoodat 
ud EO (13) 


en y= ku, din — 2 DR E14) 


hetgeen na substitutie in _ 

TU en ee RLD) 
geeft: 

SADE DE tr EA AND ed 1D 

1 

of DATE ‚ (164) 
De vergelijking 

wi: ER OR CL) 


is. dus de vergelijking in Llĳjncoördinaten van een hyperbool, 
waarvan de asymptoten de coördinatenassen zijn, gelegen in 
den len en Sen assenhoek. 


5e. Liggen de takken van de hyperbool in den Zen en 
4en assenhoek, dan vindt men, uitgaande van 


Nene AGG) 
de vergelijking in lijncoördinaten : 
1 
US — ij: (19) 
De vergelijking 
UU 2 à © . . e ° e . (20) 


is dus de vergelijking in lijncoördinaten van een hyperbool, 
waarvan de asymptoten de coördinatenassen zijn, gelegen in den 
Zen en den assenhoek. 


Ten slotte een algemeene opmerking : 

De beschouwingen in 8 12 en $ 13 gelden zoowel voor 
een rechthoekig als voor een scheef hoekig assenstelsel. 

Evenzoo is dit in de volgende SS het geval. 


S 14. 6%. De parabool 


Te Oe ereen en ee Ck) 
heeft tot raaklijn in («,, y,): 
(is PE DEGO ee A nen (2) 
Afgesneden stukken van X-as en Y-as: 
EDE Le) 
Yi 
zoodat 
| Rn DARE ee (Á) 
Vi PL, 


8 


Uit (4) moeten we z, en y,‚ oplossen en daarna substi- 
tueeren in 
U A en eN 
We kunnen dan evengoed x#, en y,‚ uit (4) en (5) trachten 
te elimineeren. 
Volgens (5) is 


| pe ==" 
zoodat volgens (4) 
At Be 
5 Yu Vi 
2 
en dus Ue (6) 
Ook is volgens (4): 
LL, Tan e . 5 . . . e r, . (1) 
zoodat we, door (6) en (7) in (5) te substitueeren, vinden: 
4 _2p 
v. u 
2u 
f Vm et EK 
0 , 5 (8) 


voor de vergelijking in lijncoördinaten van de parabool, waarvan 
de vergelijking in puntcoördinaten ts (1). 

Het omzetten van vergelijkingen in lijncoördinaten van 
de parabolen 


y= dp» 
n° =2py 
n= — 2Py 


kunnen we nu aan den lezer overlaten. 


S 15. We hebben in de 4 voorafgaande paragrafen de 
vergelijkingen in lijncoördinaten bepaald van de niet- 
ontaarde krommen van de 2e orde, indien een eenvoudig 
coördinatenstelsel in verband met de kromme is gekozen. 

We kunnen nu trachten in het algemeen de vergelijking - 
van een kromme van de 2e orde ) 


Ar? + 2Bay J Cy? + Dr t2EyHF=0. .. (1) 
om te zetten in een vergelijking in lijncoördinaten. 
De raaklijn in een punt (@,,y‚) is 
Aar, + Ber, + Bejy + Cyy, 4 De + De, + By 
+ Ey,tF=0  …. (2) 
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Afgesneden stuk van de X-as: 
LEED hade 
Afgesneden stuk van de Y-as: 
Pasta ene 
Lijneoördinaten van de raaklijn: | 
_ Az, + By, +D 
EL 0) 
AE Er AE ste (6) 
De, + Ey, +F 
Uit (5) en (6) kunnen we x, en y,‚ oplossen. 
Voor (5) kan men schrijven: 


(A — Du) zr, +(B — Eu)y, +D—Fu=0. .. (1 
Voor (6) kan men schrijven: 
(B — De) zr, +(C—EN)y, +E—Fv=0 . . . (8) 
Uit (7) en (8) volgt: 
pe Ci Ee Yi ae, l 
B— Ku D— Fu D—-Fu A—D A—Du B—Eu 
C—E) E-—F) EF» B— Dv B —-Dv C—Ev 


__ BE — BEv — E?u — CD + CFu + DEv (9) 
AC — AEv — CDu — B? + BEu + BDv  ° 
_ BD —D?v— BFu— AE + AFv J DEu (10) 
On ACAB CDu Bi Blut Bs! 
Dit moet ten slotte gesubstitueerd worden in 
Aai? +2Be, p, + Oy, +2De, H2Ey, HE=O. «(II 
hetgeen oplevert na breukenverdrijving : 
A(BE — BFv — E?u — CD + CFu J- DEv)? + 
+ 2B(BE — BE» — B?u — CD + CFu J- DE») X 
X (BD — D?v — BF — AE + AFv 4 DEw) + 
HC (BD — DD?» — BFu — AE H- AFv d DEw)? + 
+2D(BE — BEv — E?u — CD + CFu + DEr) x 
X {AC — AEv — CDu — B? + BEu } BD») + 
+ 2E(BD — D?v_—BFu— AB + AF d- DEw) X 
XxX (AC — AEv — CDu— B? + BEu + BDv) + 
+ F(AC— AEv— CDu— Bet BEu 4 BDv)? =0 . (12) 


of 0, 


en 


De lezer, die ons tot nu aandachtig gevolgd heeft, zal 
misschien schrikken van deze ingewikkelde vergelijking, 
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doch wij kunnen om hem te bemoedigen twee geruststel- 
lende opmerkingen maken: 

1°. het resultaat na vereenvoudiging zal blijken zeer 
eenvoudig te zijn. 

20. er is een eenvoudiger afleiding van dat resultaat, 
waarvan de waarde en beteekenis beter gewaardeerd zul- 
len worden indien bovenstaande afleiding eerst doorgewerkt 
is. Men ziet intusschen dat de methode die in de SS 12, 13 
en 14 op zoo fraaie en eenvoudige wijze ons tot ons doel 
voerde, niet in elk geval en zeker niet in het algemeene 
geval te waardeeren is. 

Bij beschouwing van (12) vindt men voor de coëfficiënt 
van u?: A(—E? 4 CF)? +2B(—E? + CE) (— BF 4 DE) + 

J- C(—BFE + DE)? 2D (— Et 4 CF) CDE 
+ 2E(— BF 4 DE) (— CD 4 BĲ) F (—CD EBU) 

We kunnen deze coëfficiënt in 3 gedeelten splitsen, welke 
we ieder afzonderlijk herleiden kunnen: 

19. (AEH OF) B( Et OF) (BED 

+ D(—E? 4 CP) (CDA BED 
go, HE 4 CF) (— BE + DE) + C(— BF + DE)? 
+E & BE-H- DE) (— OD + BEj #01) 

30, D(—E? + CF)(— CD +BE) 

+ E(— BF DE) (— CD BE) FP CD 

Het le gedeelte (14) bevat den factor — B? + CF en is 
te herleiden : 

(— E24 CF) (— AE? ACF — B2F 4 BDE — CD?+ BDE). 17) | 

De 2e factor komt den lezer misschien wel bekend voor ; 
het is de bekende determinant van Hesse: 
AD 
Bier 

Dos 
zooals na uitwerking van dezen determinant blijkt. Voor 
(14) kan men dus schrijven : 


C E 
E F 


HE 


(18) 


SD Pe 
Ee 
Eej je lend 


Het 2e gedeelte (15) bevat den factor — BF + DE en is 
te herleiden: 
(—BF + DE) (—BE? + BCF—BCF 4 CDE—CDE+BE?) =0. 
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Het 3e gedeelte (16) bevat den factor — CD + BE en is 
te herleiden: 

(—CD+4 BE) (—DE?+ DCF — BEF DE? — ODF BEF) — 0. 

De coëfficiënt (3) van w? herleidt zich dus tot (18): 


CE ne CE | 
ar |X BOB OCH: 
DEF 


Op dezelfde wijze kunnen we de andere coëfficiënten 
(van uv, v?, u,v en de bekende term) uit (12) berekenen ; 
deze berekeningen kunnen we aan den lezer overlaten ; 
hij zal vinden 


voor de coëfficiënt van uv: 2 ie ie | H 
Mee 
en » Ne d 5 5 | H 
” » “ en Os 2 e k | EE 
» den bekenden term: 5 5 H 


zoodat de vergelijking in lijncoördinaten wordt, indien we 
H buiten haakjes plaatsen: 
CE E B 


A D B C 


nl Bert 2D wt pp epe dok 
B A A B 
+2lED etlpol}=t 09 


Indien H niet nul is (H #0, het geval H=0 zullen we 
straks bespreken), dan kunnen we den factor H weglaten. 
Schrijft men de vergelijking in lijncoördinaten: 
Au? +2B uvt C,v? +2D,u 2E vdF,=0. . (20) 
dan is hierin dus: 


BE 5 E B A D 
A, = : re 8 » ermm 1 

E F FD 8 Pa 

B C B A A B 
D= De EN manent 
alen okee 
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Beschouwt men deze determinanten aandachtig in verband 
met den determinant van Hesse 


ATD 
H=|B CC E 
gd 


dan ziet men: 
dat A, is de coëff,‚ van A in de ontwikkeling van H. 


” B, ” ” ” ” B ” »” ” n Pas 


” bp) ” ’ 
’ D, ” ” ” ” D ” ” ” ” ” 
” E | ” ’ ” E ” ’ ” ’ ” 
’ F 1 ” ” ’ ” F ” ” ” ” » 


Resultaat: De kromme van de 2e orde, waarvan de verge- 
lijking in puntcoördinaten is 


Ax? + 2Bzy + Cy? + 2D + 2EyHF=0 . . . (1) 


heeft tot vergelijking in lijncoördinaten 
Aru? +2B, uv 40,0? +2D, u 2E vdF,=0. (II) 


De coëfficiënten van (II) zijn de coëfficiënten in de ontwikkeling 
van den determinant van Hesse van (U) van de over 
coëfficiënten van (U). > 


Indien de determinant van Hesse van (I)- nul is, dan 
stelt (TI) een ontaarding in 2 rechte lijnen voor. 

Nu worden rechte lijnen in liĳjncoördinaten niet door 
vergelijkingen maar door coördinaten gegeven. Op een of 
andere wijze moet het bovenstaande dan spaak loopen; 
‚inderdaad blijkt uit (19) dat men dan vindt 


0=0 


zoodat er geen sprake is van een vergelijking in lijn- 
coördinaten. 

Men kan zich echter afvragen wat er voor vergelijking 
in liĳjncoördinaten te voorschijn komt, indien we den boven 
gevonden regel toch toepassen indien H = 0 [hoewel 
bovenstaande afleiding dan niet geldt omdat men in dat 
geval het le lid van (19) niet door H mag deelen]. 

De beantwoording van deze vraag zullen we uitstellen 
tot een volgende paragraaf. 


13 


S 16. Eerst echter zijn eenige toepassingen gewenscht 
van den in $ 15 gevonden regel. 


4e y° 
ate En SRD. 1=0 


heeft tot determinant van Hesse: 


1 
az Oer 
1 
0 De 0 
0 O0 —1 
zoodat we vinden: 
voor À,: Zed voor D,:0 
spe Oi, ai 0 
1 1 
nt Ep 
zoodat de vergelijking in lijncoördinaten wordt 
tte, 
b? a? ab? EC 


of na vermenigvuldiging van het le lid met — a? b?: 
atu* bv? —1=0, 
hetgeen overeenstemt met het resultaat in S 12. 
De overeenkomstige handelwijze met de hyperbolen 


2 2 
Er 


a? b? 
2 u? 

en er Bee er bied en 
a? pat 


kunnen we aan den lezer overlaten. 


20, De parabool 
y — px =0 
heeft tot determinant van Hesse: 
0 0 —p 
0 1 0 
—p 0 0 
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zoodat we vinden: 


voor A,: 0; voor D,:. +-p; 
»” B, : 0; » E, : 0; 
» Often » F0 
zoodat de vergelijking in lijncoördinaten wordt: 
— pv: + 2pu=0 
of v? _ 2u És 
P 


hetgeen overeenstemt met het resultaat in $ 14. 


3’. De hyperbool 
xy == k? of _ay—k?=0 
heeft tot determinant van Hesse: 


0 4 0 
L 0 0 
0 0 —k? 
zoodat we vinden; 
voor A, : 0; voor D,: 0; 
tit nl Alde paie 0g 
eis OE nan 
zoodat de vergelijking in lijncoördinaten is: 
k'uv —}=0, 


hetgeen in overeenstemming is met (16) en (16a) van $S 13. 


In de volgende paragrafen zullen we nu achtereenvolgens 
bespreken : | 

1°. De kortere afleiding van den in $ 15 gevonden regel. 

2°, Het resultaat dat men vindt indien men den ín S 15 
gevonden regel voor H #0 toepast in het geval H=0. 

3° De overgang van een vergelijking in lijncoördinaten 
tot de bijbehoorende in puntcoördinaten. 

4°, Het onderzoek der krommen van de 2e klasse door 
middel van haar algemeene vergelijking in lijncoördinaten. 


(Wordt vervolgd). 
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lets over de eivorm en daaraan verwante figuren 


DOOR 
J. L. VAN SOEST (Delft.) 


Daar een lijn van den Zen graad steeds een kegelsnede 
voorstelt, kan dus een kromme die geen kegelsnede is, 
ook niet van den 2en graad zijn. 

Beschouwen we nu een eivorm, dan lijkt op het oog, 
deze lijn van den Zen graad omdat, ze gesneden met een 
rechte, twee snijpunten doet ontstaan. 

De vergelijking van den eivorm moet echter volgens het 
vorige van hoogeren graad zijn d. w. z. de rechte moet 
de eivorm nog imaginair snijden. Die imaginaire snijpunten 
treden steeds twee aan twee op. De eivorm moet dus een 
vergelijking hebben van den (2 + 2n)den graad, waarbij » 
een geheel positief getal is. 

Hoe kunnen we echter die vergelijking vinden ? Wat 
voor meetkundige beteekenis heeft de eivorm ? 

Hiervoor gaan wij uit van cirkel en ellips. 

Bezien wij een ellips met den grooten hoofdcirkel. 

Ellips en cirkel hebben twee raakpunten. Dit zijn de 
beide punten aan de uiteinden van de groote as der ellips. 
Men kan nu zoo’n ellips teekenen, wanneer men de af- 
standen van alle punten van de cirkel tot die as met een 
bepaald getal vermenigvuldigt. 

Is de lengte der groote as 2a dan is de lengte der kleine 
as van de ellips 2a X«. Dit getal « stelt tevens de cosinus 
van den hoek voor tusschen het vlak der ellips en dat van 
den cirkel waarvan de ellips de orthogonale projectie is. 
Die verhouding « bestaat tusschen alle overeenkomstige 
punten van ellips en cirkel, tevens ook aan de uiteinden 
A en B waar de beide afstanden tot de as tot 0 naderen. 
Plaatsen wij nu evenzoo een eivorm iu een cirkel, die men 
eveneens hoofdeirkel kan noemen, dan kan men weer de 
verhoudingen der afstanden van overeenkomstige punten 
van eivorm en cirkel tot de as AB bepalen. Die as AB 
bevat dan weer de punten A en B waarin eivorm en 
cirkel elkaar raken (fig. 1). 


16. 


Die verhoudingen zijn niet meer onderling gelijk, zooals 
bij de ellips, maar nemen van A tot B geleidelijk af. Men 
kan nu den eivorm als volgt formuleeren: 

De eivorm is een gesloten figuur, afgeleid van een cir- 
kel, terwijl de verhoudingen tusschen de afstanden van 
overeenkomstige punten van eivorm en cirkel tot een ge- 
meenschappelijke as, van het eene toppunt dezer as tot 
het andere geleidelijk (toe- of) afnemen. 


We nemen nu de volgende grootheden aan; 2a is de 
lengte van de gemeenschappelijke symmetrieas. Dit is de 
hoofdas of groote as van den eivorm. 2b is de lengte der 
korte as, die in het midden van de hoofdas loodrecht op 
deze staat. Deze as is over het algemeen geen symmetrie- 
as. We zullen haar echter, hoewel foutief, voor het gemak 
de korte as blijven noemen. De verhoudingen aan de uit- 
einden A en B noemen we «a en £. 

Over een afstand 2a van de groote as, neemt de ver- 


houding af van a tot @ dus met dek op de eenheid van 


deze. Deze afname per lengte eenheid noemen we q. 
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„ We kunnen 5 ook in «, 2 en a uitdrukken, want de ver- 
houding e= Fat) of b= Ja (a + 2). 


Wij zullen nu overgaan tot het bepalen van de verge- 
lijking. Het is dus noodzakelijk van een willekeurig punt 
van den eivorm de coördinaten te zoeken. Daartoe nemen 
we de abscis langs de hoofdas; de ordinaat langs de korte 
as. Bij een punt P, op den cirkel behoort een punt P op 
den eivorm en een punt P/ op de hoofdas. 

%) is nu U» ter wijl Ip, =tW(at — a?) 

Is de verhouding der ordinaten bij P gelijk aan p,dan is 
Ip tr (a? — n°); Abt Lp + a; de verhouding neemt 
vanaf A af met + a) q. 

ema, tage aq — qe; 
a 

Zas 

Dus nu is o—=a— $(a — 6) — qe, = 5 (a + /3) — qe 


Wij weten reeds: q = 


_ Doch Slad) =b:a, dus p= U, 


b } Î 
vetli,) (ar x el 


Voor alle punten dezer meetkundige plaats geldt dus: 
eik b DE nn 2 
vetje) Kla —°) 


2 
of y(t — ge) (a? — #0?) 
Dit is de vergelijking van den eivorm. 


Wij hebben uit cirkel en ellips den eivorm afgeleid, 
omgekeerd moeten we dus uit den eivorm cirkel en ellips 
kunnen afleiden. Bezien we de vergelijkingen van cirkel, 
ellips en eivorm 

year — a; 
vn b\* 2 De b d 
y =(2) he REN NE (2 — ge) (a? —«@°). 

De eivorm verandert in een ellips wanneer qe =0 of 

X 


q==0. Dan is DE =0, waaruit volgt: « = £. 
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Bovendien ontstaat een cirkel als nog 5 WE 


Bij de berekening hebben wij stilzwijgend « en £ positief 
genomen. Dit behoeft echter niet; de uitkomst is dezelfde 
als òf a, òf @, of «a èn £ samen negatief zijn ; in het laatste 
geval behoort bij de positieve ordinaat van een punt van 
den cirkel een negatieve ordinaat van een punt van den 
eivorm, en omgekeerd. 

We kunnen ons voorstellen, dat de eivorm 180° om de 
hoof das is gewenteld; de figuur blijft echter hetzelfde. 

Een geheel ander geval doet zich voor als « en @ van 
teeken verschillen; dan moet er een punt zijn, waar de 
verhouding gelijk is aan O0; de nu ontstane figuur is de 
achtvorm (zie fig. 1). 

Er ontstaat hier een dubbelpunt op de hoofdas. Hier kan 
dus, in tegenstelling met den zoo daaraan verwanten eivorm, 
het paar imaginaire suiĳĳjpunten van den eivorm met een 
rechte, een paar reëele snijpunten worden. 

We zullen nu eenige bizondere eivormen (waartoe dan 
ook de achtvorm behoort) eens nagaan. 

We hebben « en 4 positief of negatief verondersteld. 
Een eivorm nu met b.v. @=0, kunnen we beschouwen als 
een overgangsvorm. Voortaan zal dit bizondere geval dan 
ook overgangsvorm genoemd worden. 

Aan den top B van de hoofdas is de verhouding 0; de 
kromme raakt hier dus aan de hoofdas aan beide zijden 
in het punt B. 

We hebben nu een keerpunt. De overgangsvorm is te 
beschouwen als een eivorm met een der topverhoudingen 
gelijk aan +0, doch ook als een achtvorm (@=—0), 
waarvan één der twee deelen 0 is geworden. 


Daar. #0, 18%q —= DE en e= La, waaruit volgt: 


b=a°g. 
De vergelijking wordt nu: 
y= q? (a— 0)? (a? — a?) 
of ye=qt(a— 0) (a +). 
Dit geldt als 2—= 0, dus als het keerpunt op de positieve 
zijde van de hoofdas ligt; is «a —=0, dan ligt het keerpunt 
aan den anderen kant; de figuur is in het vlak 180° gedraaid. 
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De vergelijking wordt nu: 
ye =q" (atx) (a —x). 
De overgangsvorm is een parelkromme, waarvan de 
algemeene vergelijking is 
by =(e-— 
Verschuif nl. de assen, zoodat X =a +, dan zien we 
onmiddellijk : 


2 


—= (2a — 0)? X x 
b° en 
dus een elende 
Een bizonder geval bij den achtvorm is natuurlijk de 
regelmatige achtvorm, waarbij de topverhoudingen even 
groot doch van tegengesteld teeken zijn: 


B=— a, dus 8 =0, b—=0. 


De vergelijking van den regelmatigen achtvorm (fig. 5 is): 
y? pens q? 2 (a? Eh 2°). 
De regelmatige achtvorm is een soort lemniscaat. 
Vergelijken we beide krommen, dan moeten we bij de 
regelmatige achtvorm de raaklijnen in het dubbelpunt 
loodrecht nemen, daar deze het bij de lemniscaat 


8 ln de El ern ed, 
ook zijn. 
Voor de regelmatige achtvorm hebben we 


ye=q? v° (a? —x?) 
q° ee (asil 0 2) 


Zullen de raaklijnen loodrecht op elkander staan, dan 
moet y= +1 dus g (a? —2x? eh — ©?) 

Maar #&=0 dus ga? =a gE 
Dit geeft ingevuld in de vergelijking 

AE U eb Of. 

a? (a? —y)=xt. 
De lemniscaat heeft tot vergelijking 
aat y= atd). 

Hoewel verwant zijn het toch verschillende krommen. 
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Om eenig inzicht te verkrijgen in de overeenkomst en 
verschillen van eivorm en achtvorm is het goed na te gaan, 
waar het dubbelpunt bij deze krommen ligt. 

We hebben voor beide: 


In ë — qe)’ (a° —«°). 


Stellen we e —= d dan krijgen we 
y* =qg (do) (a) 
Artes naar « ontstaat 
yy =q? -2(d— 0) (a? —x?) — 2 (d — 0)? | 
veg ld ==) (a + dp 
Ee, } BE 


y’ kan twee waarden hebben als de vorm onbepaald 


5 is, dus d.w.z. er zijn twee raaklijnen in zoo’n punt; 4’ 


is onbepaald als y=0 en «=d en als y=0en a? +de— 
20° =0. 
Bij uitwerken van de laatste blijkt dat dit punt niet aan 
de vergelijking voldoet, wel het eerste. 
Stellen we in de noemer 
g=tqd—o)Wlar —a°) 
“dan wordt 4’ 


a? J- dae — 2x? 
Y=kg Vla? —x?) * 
Voor het gezochte dubbelpunt is # =d dus 
kan UE 


We hebben nu een dubbelpunt als #// reeël is, een keer- 
punt als y'=0 en een geïsoleerd punt als 4’ is imaginair. 

Respectievelijk als a > d, a—=d, a<d. 

De abscis van het A is d. 


DWD ad £ 
dn iT G Epen 
Is d=a (we hebben dan een Es dan is 
ad 
RE g=l of sl): 


Het blijkt dus werkelijk dat de overgangsvorm een 
keerpunt bezit. 
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Is d)a dan moet EL BDO. 
Een gewone eivorm heeft dus een geïsoleerd punt, ter- 
wijl een achtvormd< a, 6 {1, 2<0 een dubbelpunt 
bezit. 

Onderzoeken we waar de snijpunten liggen met den 
hoofdeirkel, dan merken we op, dat we acht snijpunten 


moeten krijgen. 
Wij hebben te snijden 


y- =a'—x' en 
an G — gw)? (a® — x°) 
dus (a? —#') = G — qx2)° (a? —x?). 


Hieruit volgt òf a? — #° =0 òf & — qe) =l. 


De abscissen der snijpunten zijn @, =a, 3 =— 4, 
beses Bd 1 
van RD EN ) 
PO TEN q 


Bij elk van deze abscissen behooren twee ordinaten. De 
eerste vier snijpunten zijn (a, 0) (a, — 0), (— a, 0) (— a, — 0), 
dus feitelijk twee raakpunten aan de toppen der kromme. 

De vier andere snijpunten zijn imaginair bij den gewo- 
nen eivorm. 

We kunnen eenig inzicht krijgen in de snijpunten van 
de kromme met de hoofdas en den hoofdeirkel, wanneer 
we de kromme imaginair voortzetten langs de abscis (fig. 2). 
De cirkel zet zich voort in een hyperbool, de richting der 
ordinaten moet dan met # vermenigvuldigd worden, opdat 
de kromme op papier te teekenen is. 

Al de bizonderheden, dubbelpunt, keerpunt en geïsoleerd 
punt, snijpunten met de hoofdas en hoofdeirkel, komen voor 
de verschillende krommen in een overzichtelijk verband. 

Er bestaat één soort van gevallen, dat alle acht snijpunten 
met den hoofdeirkel reëel zijn, nl. bij een achtvorm, waar- 
wan zen 231) 
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Wanneer bij een willekeurige eivorm een maximum 
moet gezocht worden, dan moeten wij y’==0 stellen. 
De formule voor y’ vonden we reeds: 
a? 4de — 2x? 
V(a? — 2?) 
Er is dus een maximum (of minimum bereikt, als 
a? + de — 2x? = 0 
of 2 — td Ja? =0, 
waaruit voor « volgt: 
m=idatVGrd tja). 
Hieruit volgen de waarden voor y. 
N 
EN 


ON 


Vi 


on en nn ne a en ee en a a a en en ee ee 


Fig. 2. 


Bij den regelmatigen achtvorm, waar d=—=0, vinden wij 
voor de abscissen der maxima : 
Taha 
Bekijkt men de raaklijnen in de toppunten der kleine 
as (O0, +5), dan wordt 4’ van deze gelijk aan + [— qa), 
dus tga, =— q4, tga, = + qa. 
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Bij «, behoort (O0, b) bij «a, (O0, —b). 
De vergelijkingen voor deze raaklijnen zijn: 
Yiytgar, —b=0 en yv, —gqar, +b=0 
of gecombineerd: + y=— qaxv Jb. 

Wordt y—=0, dan is bend dit is het dubbelpunt 
van den achtvorm, het keerpunt van den overgangsvorm 
en het geïsoleerde punt van den eivorm. 

Bij ellips en cirkel is Le =oo omdat g=0, hier zijn dus 


de raaklijnen egenwijdig. 
Hierbij sluit zich een zeer aardige eigenschap aan (fig. 3). 


Trekt men door het dubbelpunt een willekeurige lijn, 
dan snijdt deze lijn den eivorm in twee punten. Het midden 
tusschen die twee punten ligt op de korte as. 

Dit bewijst men als volgt: 

Men neemt de lijn y =p (@ -—— d), waarin p veranderlijk is ; 
deze lijn gaat door het dubbelpunt. We snijden haar met 
ye =q° (d— zv)? (a? —x°). 

Hieruit volgt: p? =q° (a? — #°) òf (ae — d)* =0. 

Het tweede geeft het dubbelpunt terug. Het eerste geeft : 


aat of p= (er 5) | 


Voor de abscissen der snijpunten 1 en 2 hebben we dus 


at (B) nnn) 
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De abscis van het midden, de halve som is dus steeds 0; 
de middens liggen dus alle op de korte as. 

We kunnen de stelling ook als volgt formuleeren: 

De meetkundige plaats van de middens van alle koorden 
van een eivorm, die gaan door het dubbelpunt, is de korte as 
van dien eivorm. 

Is het dubbelpunt oo, zooals bij ellips en cirkel, dan zijn 
deze koorden evenwijdig; de korte as is dan een symme- 
trieas geworden. | 

Bij den gewonen eivorm kunnen we deze een centrale 
symmetrieas noemen. Het dubbelpunt is dan het symmetrie 
centrum. 


Peten 
me 
/ 
2 
L 


en ne oek A 


Fig. 4. 


Een cirkel is bepaald door één gegeven (de straal), een 
ellips door twee gegevens (de beide assen) en een eivorm 
door drie (de assen en q de verhoudingsverandering). 

Beschouwen we nu de omgeschreven vierhoeken van 
die krommen. 

Een cirkel is bepaald door het omgeschreven vierkant, 
een ellips door de omgeschreven rechthoek. 
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Voor cirkel en vierkant is één gegeven noodig, voor 
ellips en rechthoek twee. 

„De eivorm nu is bepaald door een vierhoek, die gege- 
ven is met drie grootheden (fig. 4). 

Dit is een gelijkbeenig trapezium. 

Men ziet de opvallende overeenkomst; de opstaande 
zijden van het trapezium snijden elkaar in het dubbelpunt. 
Evenzoo is de overgangsvorm gegeven door een gelijkbee- 
nigen driehoek (met twee grootheden) en de achtvorm door 
een trapezium met negatieve bovenzijde. (fig. 5). 


Fig. 5. 


Zooals we reeds opmerkten is bij ellips het dubbelpunt 
oo ver gekomen in de richting van de abscis. Onderstel- 
len we nu bij den eivorm weer een oo dubbelpunt in de 
richting van de ordinaat, dan kan men dit weer als een 
bijzonder geval beschouwen van een kromme die ín een 
nog algemeener vierhoek is beschreven. 

Zooals we later zullen zien bestaat: er een constante 
verhouding in oppervlak van de kromme en de omschre- 
ven vierhoek (5): 

Nog aardiger sluiten zich eivorm en ellips bij elkaar aan 
in de volgende constructie. (fig. 4). 
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Gegeven zijn de beide hoofdcirkels en het punt D. Ge- 
vraagd de eivorm te construeeren punt voor punt. 

De constructie is gemakkelijk te volgen en duidelijk zien 
we dat, als het punt D zich naar oo verplaatst, de con- 
structie van ‘de ellips te voorschijn komt. 

Het bewijs is als volgt: 

E is een punt van de ellips met even groote assen als 
de eivorm, wordt dus voorgesteld door: 


b 
Pi, Var") 


AA ROD en STD zijn gelijkvormig, dus: 


RO _ ST 
OD TD 
De ordinaat van het punt S.... d.i 
(d— me V(a?— x,°) 
S= gd 


d 
S is een punt van den eivorm en de constructie is dus juist. 


Wij hebben nu kennis gemaakt met enkele eivormen en 
achtvormen en met eenige eigenschappen van die figuren. 

Nu blijft ons nog te bewijzen, dat de behandelde eivorm 
werkelijk de lengte doorsnede is vaneen ei. Tevens zullen 
we oppervlak en inhoud afleiden. 

Bezien we onze vergelijking, dan blijkt dat hoed en 
onder de groote as, de twee deelen volkomen gelijk zijn. 

Hebben we dus het oppervlak van het eene gedeelte, 
dan is het geheele oppervlak bekend. 

Schrijven we de vergelijking iets anders: 


y= at) — qe (at SN 


dan is plotseling zeer duidelijk, dat de ordinaat van een 
eivorm bestaat uit de combinatie van de ordinaten van een 
ellips met assen 2a en 2b en van die van een regelmatigen 
achtvorm met hoofdas 2a en met een verhoudingsverande- 
ring evengroot als die van den eivorm. 

Het halve oppervlak kan nu weer verdeeld worden in 
het oppervlak van een halve ellips en een halven regel- 
matigen achtvorm. Bij de laatsten echter ligt de eene helft 
boven de groote as, de andere daar beneden. 
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Daar we nu het eerste stuk moeten optellen en het 
tweede even groote moeten aftrekken, verandert dit niets 
aan het totale oppervlak. 

Het blijkt dus dat het oppervlak van een gewonen 
eivorm gelijk is aan dat van een ellips met even groote 
assen, dus 0 == zrab. 

De volgende stelling geldt nu: 

Hivormen met even groote assen, hebben gelijk oppervlak. 

Hier sluit zich onmiddelijk het volgende aan: 

Hebben wij een geliĳjkbeenig trapezium dan staan de 
verbindingslijnen van de middens der overstaande zijden 
loodrecht op elkaar. 

Noemen we deze even de assen van het gelijkbeenig 
trapezium dan geldt voor het oppervlak dat het gelijk is 
aan het product der assen. 

Evenzoo voor de rechthoek en het vierkant die bizondere 
gevallen zijn. Noemen we deze assen 2a en 2b dan is het 
oppervlak 4ab. 

Nu beschouwen we het als omgeschreven vierhoek van 
den eivorm met oppervlak zrab. 

De verhouding van beide oppervlakken is dus constant 7 

Voor den achtvorm moeten we, wat oppervlak betreft, 
een uitzondering maken; hier is de formule niet zoo een- 
voudig. Het verschil in oppervlak tusschen de twee ge- 
deelten is echter wel zab, zooals heel begrijpelijk is. 

Ofschoon het zeer goed mogelijk is om het oppervlak te 
vinden van een achtvorm zullen we echter kort zijn en 
enkel dat berekenen van een regelmatigen achtvorm. 

De figuur bestaat uit vier gelijke deelen in de vier qua- 
_dranten van het assenstelsel; het totale oppervlak is nu 
viermaal dat van zoo’n gedeelte. 


We hebben de vergelijking : 
yd =— qe V(a? —@°) X da 
te integreeren 


| Ldo=—d(at— a) at — 0). 
0 
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JO=0+ Zat. 
O is nu # ga® =jaa® want En 


In het oppervlak van den regelmatigen achtvorm ont- 
breekt dus zr | 

Om de inhoud van het ei te vinden, beschouwen we dit 
laatste als ontstaan door wenteling van den eivorm om de 
hoofdas, 

We hebben de vergelijking : 


y= (ge) (ar =D) OE 


y° =q* (d— 0)? (a? —x°). 
Bij uitwerken krijgt men: 

y=q laet +2de? H 2* (a? —d?) — 2de a? + a°d?| 
dI=z gy? de =aqde |rt Hd Har (a? —d°)—2drat Had? 
Ja 
[ UL —= rg jhS F Alet HAP (at — dt) —drtat F data 
nlt 

I=zq? (—3o? + Sdat + Ja? —ta?d? — dat + d?a®) — 

zg (H- Ja? te 4 ALU Se La5 + 3 ik ad? ke dat — d2a B) 

I= 2rg? (— Za? Ha? — Jard? Had?) =2nq? (Has Had?) 

| == 4 7q?a? (a? + 5d?) 
__ Dit is dus de algemeene formule voor den inhoud van 

het ei en alle verwanten. Omgewerkt in «a, 4 en a krijgt 


men I=?ra? (a? + 22 + 446). 
Hieruit volgen de inhouden van verschillende bijzondere 
gevallen. 


Voor den bol is « =2—=1, dus I= 4748. 

Voor de omwentelingsellipsoïde is «a = 0, [=$za%a? = 
4x ab? 

De regelmatige achtvorm heeft tot inhoud: I= za?a? 
en de overgangsvorm: 


ae RE 2 
I=?zate? = 8 vab? 
Proef. 


Voor ons is op het oogenblik de algemeene formule de 
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meest belangrijke omdat deze tot een proef aanleiding 
geeft, waarbij blijkt dat de door de formule berekende en 
de gemeten inhoud dezelfde zijn. 

Men neemt een kippe-ei en meet het volume in een 
maatglas met water. Van dat ei moet men nu eenige 
grootheden berekenen, zoodat men volgens de hierboven 
gegeven formule den inhoud kan afleiden; wanneer dit 
precies overeenkomt met het gemeten volume, dan is er 
veel kans, dat het theoretische en het natuurlijke ei het- 
zelfde is. | 

Er zijn echter belangrijke bezwaren; ter wijl het volume 
meten nauwkeurig kan geschieden je dit niet het geval 
met het meten van enkele grootheden, terwijl de relatieve 
fout van den inhoud door de formule zeer groot wordt. 

Het beste meet men a, b en q; a en # zijn wel te vin- 
den, echter onnauwkeurig. Deze beide verhoudingen ver- 
schillen in de natuur niet zoo veel; q is dus klein, tevens is 


E of d dan groot, veel grooter dan a. 


Men heeft de formule I= 7q?a? (a? + 5d?) of 
I= za? (q?a? + 5d’q®). 
qa? is zeer klein, zelfs zóó dat bij weglating van dezen 
term, de inhoud maar 1 °/, fout is. De benaderingsformule 


f D? 
is: == 74% X Dg? d° =fza® X „ =— $ mab?. 


Dit is de formule voor de ellipsoïde met even groote assen. 

Bij benadering heeft men dus te meten 5 en a; a wordt 
gevonden door het ei met de beide toppen tusschen twee 
verschuifbare evenwijdige staven te leggen en den afstand 
van die. staven onderling te meten. We krijgen dan 2a. 
Precies op den halven afstand tusschen die staven heeft 
men een potloodje, dat op het ei, bij draaiing hiervan, een 
cirkel teekent met omtrek 25. 

Stellen we de gevonden OE 2a en 2zb voor door 
da Ona dan is: 


Bij een genomen proef was het in een maatglas met 
water gemeten volume ongeveer 69,1 cM°. Voor «,‚ vond 
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ik precies 6 eM, voor x, ongeveer 13,6 cM. Het bleek dus 
en = 58,9 CM". 
De uitkomst is met de gebrekkige Henn vrij nauwkeurig. 
Passen we de formule I= + gen 2 + 5g?d?) toe dan 
moeten we bij 58,9 eM? nog optellen + za°q?a* = #7g*a®. 
q meten we door langs den getrokken cirkel op het ei 
met een lineaal aan het ei te raken. Waar deze lijn de 


dat bij benadering de inhoud was I = 


hoofdas snijdt is een punt ES d. Dit is bijna niet zuiver 


te meten. In de formule is de fout echter zeer klein; d 
vóondsik + 15 eM; -g dus HA; a is Sr CN 

Als men # 7q’ 5 uitrekent vindt men ongeveer 0,4 cM*. 
De afgeleide inhoud is dus (58,9 + 0,4) eM* = 59,5 cM?. 

Onderzoeken we de kromtestraal 

na? ddr 20 
ITA Ware). 

ps —_ 0?) + wa? + de — 2?) 


sk 


(a? — #°3 
dan is 
je Ae 28 vla? ==? + q (a? + dae SDN 
y T qlddeae”) Fala tde 2e) 


Vragen we ons af naar de osculatie cirkels in A en B 
dan stellen we #=—= + a. | 
Bij uitwerken blijkt 
R=g'a(da)? 
of ie a Elro 
Het eerste geval Ry geeft R= a? 
Het tweede geval R‚ geeft Raa? 
De coördinaten van de middelpunten zijn M‚ :a(a? —1)/ 0. 
Ma :a(l —2°)/0. 
De alzoo beschreven cirkels raken innig aan den eivorm. 
Op deze cirkels berust de practische constructie van een 
eivorm; men verbindt de twee cirkels en men krijgt een 
figuur die wel op den werkelijken eivorm gelijkt. 
Tevens berust hierop een methode om « en @ te bepa- 
len, als we een lengvedoorsnede van het ei hebben. Nauw- 
keurig is het echter niet. 
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Krachteneivorm. 


We willen nu zien, hoe een ei in de natuur ontstaan 
kan en trachten te bewijzen dat dit gebeurt door krach- 
ten op een bol te laten werken, dat die krachten allen 
loodrecht staan op de lengte as van het ontstane ei en 
dat ze van het eene uiteinde van die as tot het andere 
geleidelijk veranderen. 

Wil de eivorm van krachten een zelfde beteekenis heb- 
ben, als die van wiskundige berekening, dan moet er ver- 
band bestaan tusschen de grootte en verandering der 
krachten en de ordinatenverhouding en die verhoudings- 
verandering. 

Wij zullen beginnen in het platte vlak, dus met den 
eivorm en later uitbreiden tot het ei. Wij veronderstellen 
voorloopig het ei als een vloeistofmassa met een vlies 
erom heen. Bij drukkingen zal de vloeistof zich bewegen, 
zonder merkbaar van volume te veranderen. De veron- 
derstelde bol en het ei zullen dus nagenoeg een zelfden 
inhoud hebben. 

Houden de drukkingen op, dan zal de bol weer terug 
ontstaan door de spanningen in het vlies. 

Wij stellen de kracht, die in de richting van de ordinaat 
op het punt A werkt, gelijk aan A,‚ die in het punt B 
werkt gelijk aan B. 

De verandering in de grootte van de kracht per lengte 
eenheid van de groote as is Q. De kracht die langs de 
ordinaat werkt is 4(A + B). 

We ontbinden alle krachten in twee componenten. De 
eerste component van elk van de krachten, nemen we 
1(A—B), de tweede dus van punt A tot punt B afnemende 
van 4(A —B) tot —4(A —B). 

De eerste componenten geven een gelijkmatigen druk 
op den cirkel, die zooals bekend is samengedrukt wordt 
tot een ellips. | 

Voor de tweede componenten moeten we nu de betrek- 
king tusschen A, B, Q en a, @ en q afleiden. 

Stel dat in zeker punt een kracht K werkt, dan wordt 
de oorspronkelijke lengte der koorde 2y, verminderd met 
2y, Ke, waarin ec een constante waarde heeft. De nieuwe 
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lengte 2y —=2y,(l— Ke); vroeger vonden wij 2y=2y 0: 
hieruit volgt de betrekking 
lekte =p. ke == n 
Aan den top A werkt een kracht 
A= 
c 
en in B een kracht 
B 
k 


Is de lengte der symetrie-as —=2a dan is 


A —B — B 
Vd 
1 — 1 — 
e= (1521) ze 
dus 5 
QE 


Dat Q en q van teeken verschillen wordt duidelijk, 
wanneer men inziet, dat beide van den grooten top afge- 
teld worden en dat q een (ordinaten-)verhoudingsverminde- 
ring, Q, een krachtenvermeerdering is. | 

We hebben tusschen wiskundigen en krachteneivorm 
de volgende betrekkingen | 

Kc=l—p e= —g. 

Gelden deze vergelijkingen dan zijn de eivormen geheel 
gelijk. 

Wij laten nu de tweede componenten der krachten 
werken; wij krijgen dan aan de zijde van den grooten 
top trekkingen, aan de andere zijde evengroote drukkingen. 

Het is duidelijk, dat de krachten hier geen oppervlakte 
verandering aanbrengen, daar aan de eene zijde evenveel 
uitgerekt, als aan de andere zijde ingedrukt wordt. 

Inwendig zullen verschuivingen plaats vinden ; uitwen- 
dig zal een eivorm ontstaan uit een ellips en wel met 
evengroote assen. 

Voor een eivorm geldt dus: 

Laten wij bepaalde krachten, evenwijdig aan elkaar, op 
een cirkelomtrek werken, dan ontstaat een eivorm, wan- 
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neer die krachten tusschen de uiteinden van een middel- 
lijn, geleidelijk in grootte veranderen. 

Wij beschouwen nu een bol en een ei als eene om- 
wenteling van een cirkel en een eivorm; de eivorm is 
uit de eirkel ontstaan, het ei uit de bol. Dit in formule 
geeft: | 

Laat men loodrecht op een willekeurige as van een bol, 
op dien bol krachten werken, die geleidelijk van heteene 
einde der as tot het andere afnemen in grootte, dan ont- 
staat hieruit een ei. 

Het is zeer begrijpelijk, dat in de natuur een ei op deze 
wijze ontstaan kan. 

Het ei bestaat voornamelijk uit drie gedeelten. Het 
eerste is de dooier, waaromheen zich het eiwit afscheidt. 

Om dit eiwit bevinden zich vliezen waaromheen zich 
een harde schaal vormt, die ontstaat in het einde van den 
eileider. 

De dooier is steeds bolvormig; de eileiderwand scheidt 
hieromheen het eiwit af‚ zooals begrijpelijk is aequatoriaal 
meer; toch bevindt zich polair meer eiwit, doordat de 
eileider, die buisvormig is, drukkingen uitoefent. De eiwit- 
massa’s aan beide polen zullen gelijk zijn; het ei bestaat 
nu uit een ellipsoïde met een vasten bolvormigen dooier 
er in besloten. 

Er bestaan in de natuur bolvormige eieren, b.v. die van 
schildpadden; hier zal de eileiderwand dus geen of zeer 
kleine drukkingen uitoêfenen. 

Ligt het ei stil in den eileider, dan zal het elliptisch 
zijn, b.v. eieren van krokodillen, albatros, koekoek en 
geitenmelker. 

Door contracties van ringspiertjes d. w. z. door krachten, 
die in één richting geleidelijk grooter worden, ontstaat 
hieruit de eivorm; tevens wordt het ei vooruitgeschoven. 
Ondertusschen wordt hier omheen de harde schaal ge- 
vormd. Het ei kan dan niet meer van gedaante veranderen 
en verlaat in dezen vorm het lichaam, steeds met de punt 
achteraan. | 

De spanning binnen de schaal is overal even groot; op 
den dooier zullen dus geen bizondere krachten he 
d. w.z. de dooier zal steeds bolvormig blijven. 

Wiskundig Tijdschrift, 16e Jaargang. 3 
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We zullen nu nog enkele constructies van de theoreti- 
sche eivorm bespreken. 

Men vraagt in een punt van den eivorm de raaklijn 
hieraan te trekken (fig. 4). 

Het eenige wat we hierbij noodig hebben is de richting 
van de raaklijn. 

Vroeger vonden wij reeds 


ag der? 
Dart (a? —x*) 

5 d— X 

Vti) Een 

TES Yen En 

Lt mare) 
OE y Bien à 

dus y= afl TE) 

A 


Deze formule eindelijk is geschikt voor constructie. Het 
verloop is als volgt: 


a? N 
Construeer F5 trek hiervan x af. 


Breng de verhouding nd over op B waarin p als 
eri | 
4de evenredige te bepalen is; tel bij p y op, dan is de 


tangentieele richting — gep . Deze is te teekenen en de 


raaklijn dus bekend. 
In de teekening is de raaklijn zoo eenvoudig mogelijk 
geconstrueerd. 
Hierop volgen twee andere methodes om de eivorm 
punt voor punt te teekenen (bladz. 26). 
De vergelijking was: 
b e S 
pe (se) ete) 


OL ear 0 (DEN NAE 


We hebben reeds besproken bij de oppervlakte van den 
eivorm, dat de ordinaat bestaat uit de som van de ordinaten 
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van een ellips en van een regelmatige achtvorm. Is deze 
laatste figuur op papier gegeven, dan is met behulp van 
de ellips de eivorm te trekken. De ordinaten bepalen 
samen de hoofdas, de ordinaat van de ellips tevens de korte 
as en die van den achtvorm de verhoudingsverandering. 

We kunnen ook nog zeggen: 

De ordinaat van de ellips geeft ons de som der topver- 
houdingen « en Z/ en die van den achtvorm het verschil 
hiervan. 

Er bestaat ook een constructie die weer berust op de 
stelling van centrale symmetrie, die echter ingewikkelder 
is dan de hoofdcirkelconstructie en dus wel achterwege 
gelaten kan worden. 

De hoofdcirkeleonstructie gelukt bij alle soorten van 
eivormen met uitzondering van de regelmatige achtvorm 
waar de kleine hoofdcirkel tot een punt is gedegenereerd. 

De volgende constructie geeft er een eenvoudige plaats- 
vervanger voor. 

De regelmatige achtvorm is bepaald door een gelijkbee- 
nig trapezium met gelijke evenwijdige zijden doch met 
tegengesteld teeken. 

We maken nu gebruik van de hoofdeirkel en van een 
bijeirkel met middellijn geliĳk aan de evenwijdige zijde 
van dat trapezium (zie fig. 5). 

iel Ser y dan isd, Ea? OT d, 1: de straal 
van de bijcirkel is ay’, dus a?°q. De ordinaat van T ís dus agy 

Voor U dus: a/agy 

Voor OU alzoo: gy, =y. 

Wordt dit met SP (& = #,) gesneden dan vinden wij voor 
P y= 04% of Ip + QD, V(a° —#,°) en Lp =|" 

Dus P voldoet aan y° =q°«? (a° — x°). 


Rest ons nog een korte bespreking van andere eivormen. 

Van Dr. A C. Oudemans vernam ik een methode om een 
eivorm te teekenen. Deze wordt door ornithologen gebruikt 
om eieren op papier op eenvoudige wijze te construeeren. 
(fig. 6). | 

Men trekt een cirkel; uit een punt hierbuiten trekt men 
stralen naar den cirkel. In de richting naar het punt 
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worden op de stralen gelijke afstanden afgezet. De meet- 
kundige plaats dezer punten is nu een kromme, die op de 
hiervoor besproken eivorm gelijkt doch niet hetzelfde is. 

Bij analytische beschouwing blijkt het een 6de graads 
kromme te zijn. 

Het is een kromme met drie grootheden: de lengteas 
d. í. de straal van de cirkel, de afstand van het punt tot 
het middelpunt van den cirkel en de verschuiving in de 
richting van het punt. | 

Het punt zelf kan in de verschillende gevallen weer ge- 
isoleerd-, keer- of dubbelpunt worden. 

Zoo oppervlakkig lijken dus de beide nu besproken 
eivormen wel op elkaar. 

Behalve deze beide eivormen onderzochtiknogdrieandere. 


Ze kenmerken zich allé door een geïsoleerd punt op de 
omwentelingsas. 

Eén berust op een constructie waarbij de eivorm door 
een uitbreiding van de ellipspasser geteekend wordt. 

Zij komt voor in het populaire natuurkunde-proevenboek 
„Ik kan goochelen” waarbij de eivormpasser geteekend is. 

De beide overige berusten op centrale symmetrie ten 
opzichte van het geïsoleerde punt en de kleine as. 

Het worden vergelijkingen van den 4en en Gen graad. 

Geen van alle geven ze echter zoo eenvoudige uitkom- 
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sten als de hiervoor besproken eivorm. Ook kunnen we 
bij geen van alle zóó eenvoudig, uit een bol een ei laten 
ontstaan. \ 

We mogen wel aannemen dat onze eivorm, door te wen- 
telen tot ei, een lichaam oplevert dat méér dan eenig 
ander, ook in ontstaanswijze uit een bol (of omwentelings- 
ellipsoïde), nadert tot het natuurlijke ei van een vogel. 


Ken Verdeelings-hoek 


DOOR 
MART. L. LIKET (Amsterdam). 


Van een gegeven rechte lijn AB een willekeurig gedeelte 
te construeeren. 

Men neme voor deze constructie een willekeurig geko- 
zen lengte als eenheidsmaat, bijvoorbeeld een lijntje a, 
dat men in tweeën verdeelt. Men kan, hoewel dit volstrekt 
onnoodig is, voor deze eenheidsmaat nemen een lengte van 
1 of 2 centimeters, waardoor de constructie met het oog 
op ons metriek stelsel nog vergemakkelijkt wordt. 

Om de lijn AB te verdeelen in 7 stukken, of m. a. w. 
om het + dier lijn te construeeren, ga men op de volgende 
wijze te werk: 

Men neme van deze lijn een stuk AC ter grootte van 4a 
en richt in C een loodlijn CD op ter grootte van 3a, Z00- 
dat men krijgt een rechthoekigen driehoek ACD. 

Trek de lijn BF, die met AB een hoek van 45° vormt 
en laat uit F de loodlijn FG neer op AB. Pas GB op GA 
af, dan is AH = AB. 

Bewijs: 

Verleng de lijn AB, zoodat CJ=DC. Trek de lijn DJ, 
waardoor men een gelijkbeenigen rechthoekigen driehoek 
DCJ verkrijgt. Uit de gelijkvormigheid der driehoeken 
ABF en AJD volgt: AG:GEF =AC:CD=4:8. 

(AG — GE): AB == (AC — CD): AJ 
ARAB ef 
AH =tAB. 
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Deze constructie blijft voor alle gevallen volkomen het- 
zelfde. Men zorge bij een verdeeling der lijn in n gelijke 
stukken, dat AC = de <a en CD == Len Xa, waarbij 
a de boven aangenomen eenheidsmaat voorstelt. 

Is n een even: getal, bijvoorbeeld 8, dan neme men voor 
de lijn AC 44 Xa en voor CD, 35 Xa, waardoor het ver- 
schil a blijft. 


Om door dezelfde constructie bijvoorbeeld het + deel 
van AB te bepalen, neme men voor AGC, 7 X a en voor CD, 
4 Xa, dan wordt op grond van boven aangegeven verge- 
lijkingen AG = van AB en GE == van AB. 


Deze constructie zou aanleiding kunnen geven tot het 
Vervaardigen van een practisch hulpmiddel, dat vooral bij 
het bouwkundig teekenen van nut kan zijn. Men neme 
daarvoor een geliĳkbeenigen rechthoekigen driehoek, waar- 
van de rechthoek-zijden zijn verdeeld in een zeker aantal, 
bijv. 10 gelijke stukken = a, onderverdeeld in stukken da, 

Om bijvoorbeeld de lijn AB te verdeelen in 13 gelijke 
stukken, legge men een der rechthoeks-zijden langs de 
lijn, zoodat het punt A samenvalt met het cijfer 7, waarna 
men langs de andere rechthoeks-zijde CD trekt tot het cijfer 
6. Door dezen hoek wordt de constructie vergemakkelijkt, 
omdat men onmiddellijk de loodlijn CD trekken kan en 
met behulp van een der scherpe hoeken in B dadelijk den 
ZFBC=45° kan construeeren. 

Bij een verdeeling in 18 stukken neme men 9} en 84, 
zooals boven aangegeven. 

Bij een verdeeling in een grooter aantal fracties zou 
men een grooteren hoek noodig hebben, bijv. een waarvan 
de rechthoeks-zijden zijn verdeeld in 50 maat-eenheden, 
onderverdeeld in 2 halve eenheden. 


Ik meen dat deze methode dit voordeel biedt, dat men 
onmiddellijk door één enkele constructie de gevraagde 
fractie eener lijn kan bepalen, wat anders alleen mogelijk 
is door een herhaalde verdeelings-constructie. 
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Enkele eigenschappen der kegelsneden 


DOOR 
C. KREDIET (Den Haag). 


1. Als vergelijking der kegelsneden neem ik: 
f=ai je? + 2a, say + asoyt d Za, sw + 2as3yd Ass =O... (U) 

Voor homogeenmaking, of voor meerdere symmetrie in 
de vergelijkingen, zal ik de letters z, z,, zj... gebruiken. 
De waarde van z is altijd gelijk aan 1. 

De Hessische determinant is 


Ai1s Use, U13 


H = 


Ai2 , Ua2 , A23 


Ui3, U23, U33 
en de mineurs geef ik aan door A,‚‚, A‚s enz. 


Is (x, yo) een willekeurig punt van het vlak, dan is de 
poollijn voor dit punt 


aft af’, Haf! =0 


en de ontaarde ds die dt wordt door de 
twee reëele of imaginaire raaklijnen uit dit punt aan de 
kromme getrokken, is 


WE eeh) Afir talf „oh ZF) 
ensen dy mn Or (2) 


Dat is ook: 
Ls Yo 2 154 À ag ) Ër, Eh (2a) 
Los Yos 20 Aen ’ se Je jn 
Nu is 
Ferf a,® Hayoy HaaZ, Aye Haay +432 
À IEN 124 132 » &12 224 23 
BEE : Bj Ai iBotd, 2Yod413Z0s A12%otAaaYotdaszol 


2 Y 2 | 
=4| A ,Yo » Zo 
BASEL 
en dus is (2a) te vervangen door: 
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Kent ens 00 
Los Yo » Zo ) 0, Ò 
Ar Aw Ae L, %o ==) 
Az, Á ss, Ass, 4, Yo 
18) dass Ass 2,20 
en dit levert onmiddellijk : 
(Assyo? — 2A 30 + A22) (w — 0)? 
— 2 (As syo A. sYo— Arslod A,2) @—0) yo) + 
(Asso? —2A, oo H Ari) Wy)? =0 (25) 


2. De discriminant van deze vergelijking is: 
AN BoA 350 — ze) — (A45%0 — A12), 
REN YolA33y0 A) Aes Eer A22), 
PolAss®o — A, 3) — (Ars% — A) Ä 
YolA3 5% mt , (Ares en 2) 
Door randen is deze te herleiden tot: 
An: ) iz, Ais ‚ %y 
ATA Ans A3, Yo 
Ars Ades Asen 1 


Bor a pee AD 


ANS 


Vermenigvuldigen wij met H‚ waaraan een vierde rij en 
een vierde kolom is toegevoegd, bestaande uit nullen 
behalve in de hoofddiagonaal een 1, dan vinden wij: 


HS 0, 0, sf, 
Her 
Ozn enBDs zes, 


0 


es Jol==lH2 / / 3 
BL OENE OEE Bf in of Hof’, Hof!) 
0 
Los Yos Zos 0 
Dus is 
A= H fj AD) 
als fo =a, 20° + OVER EPe 


Hieruit volet: dat de 2 raaklijnen alleen dan samen vallen 
als H—=0 of als fo=0 is, d.i-als de kromme ontaard is, 
of als het gekozen punt op de kromme ligt. 

De twee raaklijnen zijn reëel als H en f, tegengesteld 
teeken hebben; het punt ligt dan bwiten de kromme. Zij 
zijn imaginair als H en fo geliĳk teeken bezitten ; het punt 
is dan binnen de kromme. 
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8. Vergelijking (2) zal den punteirkel (a—ax,)? + (y -yo)°=0 
voorstellen als (@,.y‚) een brandpunt is van de kromme. 
Uit (25) volgt dan, dat de brandpunten bepaald worden 
door de betrekkingen : 

Assgo® — 2ÀesYot A22 Ágs%0® — 2Ars%ot Air «« (4) 


en 
Ass%oYo— À1sYo — A2s%o Ar =0..... 65) 

Beide stellen, als A33 #0, gelükzijdige hyperbolen voor, 
waarbij òf de assen òf de asymptoten evenwijdig zijn aan 
de genomen coördinaten-assen. Zij hebben beide tot mid- 
delpunt (Ate É gee) en zijn dus concentrisch met de ge- 
Ass * Ass 
geven kegelsnede. 

Deze twee hyperbolen hebben, zooals onmiddellijk is in - 
te zien, twee reeële en twee imaginaire snijpunten. 

Is A;;==0, dan stellen (4) en (5) rechte lijnen voor, 
waarbij dan de eene de as der parabool is, terwijl de 
andere anti-parallel daarmede is ten opzichte der coördi- 
naten-assen. 


4. Vergelijking (2b) is te splitsen in 2 eerste graads- 
vergelijkingen, die door 
Y—Yo =M(L— %0) 
en 
Y Yom — @) 
zijn voor te stellen. Alsdan is 
‚—_og Àss Loto — ArsYo— A2s%o dt A12 
kt $ Ass%o? — 2Ais%o d Ars GR 
AsaYo® — 2Ao3Yo + À2s 0), 
A3s%o? — 2Ars%o + Ais 
Deze twee lijnen zijn dus onderling loodrecht als 
As3Yo® — ZA 540 an B 
Ass%o? —2Ais%otAir 
di. Asso? + Yo?) — 2A,3w0 — 2As sYot A1 + A2 =0 (1) 
Voor een kegelsnede met middelpunt is dit een cirkel, 
de richtcirkel, concentrisch met de kegelsnede. 
Voor de parabool levert (1) de richtlijn. Deze is dus 


Á As 
Alet =0 , . . (8) 


mm = 
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ò. Indien wij mm —=0 stellen, zoo krijgen wij de 
voorwaarde reeds aangegeven in (5). De beteekenis van 
mm =0 is dat de bissectrices van de hoeken der 2 
raaklijnen, evenwijdig zijn met de coördinatenrassen. Zooals 
reeds is aangetoond gaat (5) door de brandpunten. 

Aangezien wij de coördinaten-assen ten opzichte der 
kromme een willekeurigen stand hebben gegeven, krijgen 
wij hierdoor deze twee stellingen: 

1. Brengt men door de brandpunten van een kegelsnede met 
middelpunt een gelijkzijdige hyperbool, dan zullen de bissectrices 
van de hoeken, gevormd door de raaklijnen, uit een punt dezer 
hyperbool aan de kegelsnede getrokken, evenwijdig zijn met de 
assen der hyperbool. | 

IL Prekt men door het brandpunt eener parabool een wil- 
lekeurige rechte lijn, dan zullen de bissectrices van de hoeken, 
gevormd door de raaklijnen uit een punt dezer rechte aan de 
parabool getrokken, 2 stelsels van evenwijdige lijnen vormen. 


6. De hoek, tusschen de beide raaklijnen, heeft tot tan- 
gens k, indien 
kg Rm 
1m? 
: (m + m!)? — 4mm? 
2 — ende 
dk ET 


en dus is 


(AssDogo— AisVo — Arswo HA, 5)? En 
14? an (Anso? — ZA; 8% HA )(Assyo? — Ä93%o + A22) 
(Ass(a,? + Yo°) — ZA s%o — 2A3sYo H Air + Ans)? 


4 
De teller van het tweede lid is A en bijgevolg vinden 


wijgede — Hf, 
5 lAss(@o? + y0°) —2A, Do ZAr3Yo HA, + Azs!? 


of 
Ass(Wo*+0°) — ZA, 3% —2As5go + As + Azs = 
EE VEF) se 9) 


ds 
__De meetkundige plaats van de punten van waaruit men 
een gegeven kegelsnede „onder een gegeven hoek ziet” 
bestaat uit 2 deelen, één binnen en één buiten den richt- 


45 


cirkel. Zij is alleen reeël als H en f, tegengesteld teeken 
hebben. 

Bij de parabool y° —2px=0 wordt de kromme een 
kegelsnede en wel 


2 
— px, — pt = ty PIP Yo" — 2p%0)] 
d.i. 
A 5 
wor-r (1d pe)pe Hip =O... 10 
dus een hyperbool met de assen evenwijdig met as en 


topraaklijn der parabool. Voor k= +1 is de hyperbool 
gelijkzijdig. 


1. Vergelijking (2) stelt de asymptoten voor als (a, 4) 
het middelpunt van de kromme is. De poollijn is dan de 
lijn in het oneindige. Wij hebben dan: f’…-=0, ne =d, 

0 0 


SPR DE Ee . De vergelijking der twee asymptoten is dus: 
3 
H « 
Mor w —0 e . e ° e ° ° (11) 
33 


8. Wij nemen de raakpunten met de kromme (x,,y,) en 
(@5,4Y,). De oppervlakte van den driehoek tusschen de 
twee raaklijnen en de poollijn is dan: 

Ly Los Yi Yo | 


O=t4 
L2 Los Ye — Yo 


sE 
O2 == [(«, — Do) (a — Lo) (Mm — m‚)]°. 
Nu is 
4A 
(Asso — 2Ars%ot A71)? 


(m — m/)° = (m + M/)? — 4mm/ = 
zoodat 


0 Ee 


EE (Ass%o— 2Â, 3%o Tr A, )? lul (De 


(@,,y,) en (@,,y,) zijn de snijpunten van kromme en 
poollijn, dus van 


Ai (Wo) + 2a, (a) (yy) + 4e (YY)? + 
et Le, @T%) vi AA (y—Yo) + fo =O 


Fo, @T%0) Ef" 940) + 2f= 0. 


2 
— &) af 


en 
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Hieruit volgt onmiddellijk: 
Aas sf — [0 fo 
a, LR 2 24j fol yo tte Je 2e 


_ (Ass%o? — ZA, 8% LA fo 
Assfo —H 


(0) (220) = 


Wij vinden dus 
Hf? 
(Ass fo —H)? ° 


Stellen wij el —a dan geeft dit voor de krommen 
33 


O2 


met middelpunt 
afos JOP (fo ==) SON) 
en voor de parabool 
fo*.H- HO? =O EN) 


Deze vergelijkingen hebben voor f, als onbekende slechts 
één reeelen wortel en bijgevolg is de meetkundige plaats 
van de punten, waarvoor de driehoek, gevormd door de 2 raak- 
lijnen en de raakkoorde voor dat punt, een gegeven oppervlak 
heeft, een kromme, die gelijkvormig is met de gegeven kromme, 
die hetzelfde middelpunt heeft en welks assen met die der ge- 
geven kromme samenvallen. 

Beschouwt men de ellips als de projectie van een cirkel 
dan is deze uitkomst onmiddellijk duidelijk. 

Is (@,y,) het middelpunt der kromme dan is volgens 
(11) A35 fo —H==o en dus is dan OQ =, 


9. Geven m en m’ „twee toegevoegde richtingen” aan, 

dan is daarvoor noodig | 
Aja Hy 2 (me + om!) J apo mm’ =0. 

De beide raaklijnen uit (x,y) zijn dus evenwijdig met 
twee toegevoegde richtingen indien 
Ai i(Ass%o? —2A 5% HA) + 

Za, 2 (A3s%04o — A4 sYo — À2s%o + A12) + 

di Ars(A5so® —2A;3 Yo + A22) =0 

Kh 
Azsla, io? + 2a, swoyo + 42240?) — Zola Ars + disÂza) — 
— 2yolarzArs + AzeÂz3) + (asAr + 2aisAie + azeÂ20) =0 
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Dit geeft | 
Ass fo HaiiÂi, + 2aicÂi2 + AzoÂAo2 — As3Âg3 =0 of 
Ae Neath! ij ost Geta ne vl 


Bij de ellips is (14) de meetkundige plaats van de hoek- 
punten der omgeschreven parallelogrammen. 

Bij de hyperbool ligt (14) binnen de kromme 

Bij de parabool „ (14) in ’t oneindige. 


Enkele opmerkingen over de regels betreffende het 
aantal gegevens, noodig voor vlakke figuren 


DOOR 
D. POSTMA (Amsterdam). 


1. Het zou m.i. aanbeveling verdienen de bekende 
regels: 

Een n-hoek is bepaald, wat zijn vorm aangaat, door 
2n —4 gegevens, en 

Een n-hoek is bepaald door 2n gegevens 
nader aan te vullen en te preciseeren als volgt door : 

Een n-hoek is, wat zijn vorm, grootte en plaats aangaat 
of kortweg geheel bepaald door 2n gegevens, 

en een zelfde onderscheid te maken voor figuren in 
’t algemeen. 

De laatstgegeven regel is direct in te zien, want elke 
zijde is te geven door 2 punten evenals elk hoekpunt door 
twee lijnen. Een bekend voorbeeld, waarbij een figuur 
door 2n gegevens bepaald is, is wel het volgende: 

Een driehoek te construeeren, gegeven drie rechten op 
elk waarvan een hoekpunt komt en drie punten, door elk 
waarvan één der zijden gaat. 

Deze opgave is ten duidelijkste in strijd met den vrijwel 
altijd gegeven regel, dat een driehoek door 3 gegevens 
bepaald is, welke tegenstrijdigheid met den hierboven ge- 
geven regel gemakkelijk kan verklaard worden. 
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2. Beschouwt men nu eenige vraagstukken, die geheel 
bepaalde figuren vragen, dan komt men er al spoedig toe, 
de gegevens zelf te onderscheiden in plaats-bepalende en 
in vorm-en-grootte-bepalende, terwijl men eveneens even- 
als bij de kegelsneden aan de gegevens een zekere waarde 
(één-, tweewaardig gegeven enz.) moet toekennen. 

Alleen dan kan men behoorlijk ’t verschil aan geven, dat 
er bestaat tusschen drie gegevens voor een driehoek als 
b.v. een zijde en twee hoeken, en drie gegevens als hoogte- 
punt, zwaartepunt en hoekpunt. De eerste drie toch bepalen 
alleen vorm en grootte van den driehoek, de laatste drie 
daarentegen ook nog de plaats. De laatste zijn dan ook 
elk tweewaardige sesevens, want door elk daarvan gaan 
minstens twee bepaalde lijnen van den driehoek. 

Het zal nu tevens duidelijk zijn, dat het feitelijk meer 
of minder incorrect is, wanneer men, zooals. veel gebeurt, 
zonder meer zegt dat een cirkel door drie gegevens bepaald 
is en daarnaast als regel aanhoudt dat een driehoek door 
drie gegevens bepaald is. | 

Stilzwijgend vraagt men dan in vraagstukken over den 
cirkel van dien cirkel meer (en wel de plaats) dan in alle 
vraagstukken over driehoeken, bepaald door drie gegevens. 


3. Waar nu een x-hoek in vorm en grootte bepaald is 
door 2n — 3 en geheel bepaald is door 2n gegevens, zoo volgt 
hieruit direct, dat het aantal plaatsbepalende gegevens 
voor een figuur in ’t algemeen minstens drie moet zijn. 

Dat het aantal grooter kan zijn, volgt reeds uit het in 1 
gegeven voorbeeld, waarbij de driehoek door zes plaats- 
bepalende gegevens gegeven was. 

Wanneer het aantal plaatsbepalende gegevens evenwel 
drie is, dan kan men meestentijds eerst de figuur constru- 
eeren in vorm en grootte, waarna de plaatsbepaling in 
't eenvoudigste geval neerkomt op het vraagstuk: 

Een gegeven driehoek zoodanig te plaatsen, dat elk der 
zijden) of het verlengde daarvan) door een gegeven punt 
gaat. 

Dit is met passer en liniaal uit te voeren, doch men behoeft 
de plaatsbepalende gegevens vaak slechts maar weinig te 
wijzigen om niet-construeerbare opgaven te krijgen. 
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4. Is het aantal plaatsbepalende gegevens 4, dan kunnen 
de andere gegevens zoodanig zijn, dat men afzonderlijk 
den vorm van de figuur kan construeeren. 

De plaats en grootte van de figuur volgt dan te zamen 
uit de vier gegevens, die elk afzonderlijk slechts iets van 
de plaats der figuur bepalen, waarom ik hier dan ook den 
naam van plaatsbepalend gegeven gebruikt heb. 

Een eenvoudig voorbeeld krijgt men dan in ’t algemeen 
door de volgende opgave: 

Een figuur van gegeven vorm zoodanig te plaatsen, dat 
vier van haar lijnen door vier gegeven punten gaan, 

een vraagstuk, dat eveneens gemakkelijk met passer en 
liniaal is uit te voeren. 


5. Wanneer evenwel ’t aantal plaatsbepalende gegevens 
grooter dan 4 is — het kan zelfs ook met drie of vier — 
dan is het aantal overblijvende gegevens onvoldoende om 
vorm en grootte of zelfs den vorm alleen afzonderlijk te 
bepalen. Vraagstukken, waarbij dat het geval is, komen 
slechts sporadisch in de literatuur voor. In de leer- 
boeken over projectieve meetkunde komt het sub 1 ge- 
noemde voor, benevens enkele andere van gelijken aard, 
waarbij de hoekpunten der gezochte figuur meestentijds 
dubbelpunten van projectieve puntrijen op een zelfden 
drager zijn. | 

Toch zijn er ook nog wel andere samen te stellen, zoo- 
als de volgende: 

a. Een rechthoek te construeeren, gegeven één zijde en 
4 punten, door elk waarvan één zijde gaat. 

b. Een rechthoek te construeeren, gegeven 4 punten, 
door elk waarvan één zijde gaat, terwijl tevens één der 
zijden maximum moet worden. 

c. Een rechthoek te construeeren, gegeven 4 punten, 
door elk waarvan een zijde gaat en de lengte van den 
diagonaal. | 

d. Een rechthoek te construeeren, gegeven 4 punten, 
door elk waarvan een zijde gaat en de diagonaal een 
maximum of minimum is. 

e. Een rechthoek te construeeren, gegeven van elke zijde 
en een diagonaal een punt. 
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f. Een rechthoek te construeeren, gegeven van drie der 
zijden en van elke diagonaal een punt. 

g. Den rechthoek van max. of min. oppervlakte te con- 
strueeren, gegeven van elke zijde een punt. 

h. Een ruit te construeeren, gegeven van elke zijde en 
van een diagonaal een punt. 

i. Hen ruit te construeeren, gegeven van elke diagonaal 
en drie der zijden een punt. 

J. Een parallelogram te construeeren, gegeven van elke 
zijde en elke diagonaal een punt. 


6. Voert men andere plaatsbepalende gegevens in, b.v. 
een cirkel, waarvan een zijde moet raken of waarop een 
punt moet liggen, dan komt men al spoedig tot constructies, 
die met passer en liniaal niet uitvoerbaar zijn. 

Dit ís dan ook wel de reden, waarom opgaven over geheel 
bepaalde figuren zoo sporadisch voorkomen, doeh nooit 
heb ik daarbij een opmerking ontmoet, die verklaarde 
waarom 2n — 3 gegevens dan onvoldoende waren en hoe- 
veel er dan noodig waren. (Dat werkelijk in al de vraag- 
stukken sub 5 genoemd ’t aantal gegevens totaal 2n is, 
is duidelijk wanneer men nagaat, dat van een rechthoek 
drie hoeken, van een ruit een hoek en de gelijkheid van 
twee paar zijden, welke laatste twee gegevens ook van 
elk parallelogram bekend zijn). 

De tegenstrijdigheid, die daarin bestond, heeft mij geleid 
tot den sub 1 gegeven 3en regel, die m.i. van zoo een- 
voudigen aard is, dat hij gerust in de gewone leerboeken 
er bij opgenomen kan worden. Ik stem weliswaar toe, dat 
de eerste twee regels voor ’t gewone dagelijksch gebruik 
voldoende zijn, maar aan strenge eischen voldoen zij niet, 
wat na het bovenstaande duidelijk zal zijn, evenals dat de 
benoodigde strengheid gemakkelijk te verkrijgen is. 


Opm. Van de sub 5 gegeven vraagstukken zijn meest zuiver 
meetkundige oplossingen door mij gevonden. Ik heb die hierbij 
niet gegeven om ruimte te besparen, doch ben gaarne bereid ze 
desgewenscht te geven. Ook kunnen zij wellicht opgenomen wor- 
den onder de vraagstukken, waarvan de oplossingen door de lezers 
van het W. T. ingezonden kunnen worden. 
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Over de kromtecirkels der rechte cissoïde 
DOOR 


R. GOORMAGHTIGH (Londen). 


De rechte cissoïde met vergelijking 
| (et 4?) =ag? 


kan ook door de volgende parametrische vergelijkingen 
worden voorgesteld : 


a a 
zamen eere 


De X-as is de raaklijn in het keerpunt O, de Y-as is de 
normaal in dit punt; de asymptoot A is de rechte x=. 

Volgens (1) heeft de raaklijn in het punt M met para- 
meter À als vergelijking : 


EET U EC) 


de normaal in dit punt is: 
2At ae H (1 4-3A2) Ay — all +2A2)=0 . . . (3) 


Om de coördinaten van het punt te vinden waar de 
normaal hare omhullende raakt, moet men het stelsel 
oplossen, gevormd door (3) en 


Batoe + (1 +92) y — Aad. 


Hieruit vindt men als coördinaten van het middelpunt 
van den kromtecirkel in het punt M: 

a (1 + 6A?) 4a 

me Sr ne 

Uit (1) en (4) volet dus deze constructie voor het mid- 

delpunt van den kromtecirkel in een punt M der cissoïde: 


Zij T het punt waar MO de asymptoot A snijdt, A de projectie 
van O op A ; men verlengt AT met TR=}AT ; de loodlijn 
in R op A gaat door het gezochte punt C. 

Wiskundig Tijdschrift, 16e Jaargang. Á 
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Men kan ook constructies voor den kromtecirkel vinden, 
door de cissoïde te beschouwen als de voetpuntskromme of 
de inverse kromme van een parabool; maar deze con- 
structies zijn minder eenvoudig. 

Uit (4) zijn ook gemakkelijk andere eigenschappen af te 
leiden. Volgens (2) geeft de vergelijking 


2A3n — BAPE Ha—E=0 


de parameters A,, As, À; van de raakpunten der raaklijnen 
uit het punt met coördinaten (£, 1) aan de kromme getrok- 
ken. Men heeft dus: 


1 1 1 
PE 
Deze betrekking geeft de volgende stelling: 


Indien de raaklijnen in drie punten der cissoïde door een 
punt gaan, ligt het zwaartepunt van den driehoek, gevormd 
door de middelpunten der kromtecirkels in deze punten, op de 
raaklijn in het keerpunt. 


De rechte door M evenwijdig met A getrokken en de 
loodlijn uit C op A neergelaten hebben als vergelijkingen : 


a (1 JA2)=a, SAy = 44. 


Elimineert men À, dan vindt men de vergelijking 
gb 
y me 3 av. En pe 


Men heeft dus deze betrekking tusschen twee merk- 
waardige kubieken : 


De meetkundige plaats der projectie van het middelpunt van 
den kromtecirkel in het punt M eener cissoïöde op de rechte 
door M evenwijdig met de asymptoot getrokken is eene kubiek 
van Agnesi. 
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Note ayant pour but de montrer comment on peut se passer 
de la ligne de terre dans l'enseignement de la 
geomêtrie descriptive ) 

_ PAR 
J. BEAUDOUX (Brussel, Ecole Militaire). 


$S 1. Dans l'enseignement des éléments de la géométrie 
descriptive, la plupart des auteurs continuent à faire usage 
de la ligne de terre, or, en pratique, dans les épures des 
mécaniciens, architectes, etc. la ligne de terre n’est pas 
représentée: il y a done une différence fondamentale entre 
la méthode d'enseignement et la méthode d'utilisation 
pratique d'une seule et même science. 

Dans la présente note je vais tâcher de montrer: 

1°, que la ligne de terre n’est pas nécessaire ; 

29, comment on peut s'en passer dans l'enseignement 
de la géométrie descriptive, tout en gagnant en 
clarté et surtout en généralité dans la méthode 
d'exposition de cet enseignement. 


S 2. La ligne de terre n'est pas nécessaire. 

Si nous considérons (fig. 1) la représentation d'une figure 
de l'espace A, B, C, .…, il est bien évident que cette figure 
de l'espace reste la même si on considèêre comme ligne de 
terre dans l'épure successivement les droites parallèles 
LT, L/T’ etc.; car les projections de la figure n'auront 
pas varié et par conséquent aussi les positions relatives 
des points l'un par rapport à l'autre, ou sion veut, leurs 
coordonnées par rapport à une système d’axes ayant pour 
origine un point queleonque et pour direction respective- 
ment, la ligne de terre, une perpendiculaire au plan H 
et une perpendiculaire au plan V. ?) 


1) Il ne s’agira danscette note que du système de représentation 
par projections orthogonales. 

2) Le plan H est le plan horizontal de projection; le plan V 
est le plan vertical de projection. 

Ces notions seront conservées dans la suite. 
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Chacune des positions ainsi choisies arbitrairement pour 
la liene de terre peut être considérée comme obtenue en 
déplacant le plan V perpendiculairement à sa direction 
d’une certaine quantité dans le sens en avant etle plan H, 
perpendiculairement à sa propre direction, de la même 
quantité, dans le sens au dessous; c'est-à-dire en déplacant 


B Tij 
Lel 
ET 
Bf! 
Ee 
Ke ORDeRe 
4 4 


Fig. 5. 


les deux plans de manière que la ligne de terre qui est 
leur intersection reste dans le 2e plan bissecteur des plans 
de projection H et V (fig. 2). 

En réalité du reste, on peut déplacer les plans de pro- 
jection, perpendiculairement à leurs directions respectives, 
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de qúantités queleonques ; cela revient simplement à écar- 
ter ou à rapprocher les projections H et V de la figure 
dans lépure, suivant la direction des lignes de rappel, 
mais ne modifie en rien les positions relatives des points 
de la figure de l'espace, ou, si l'on veut, leurs coordonnées 
par rapport au système d’axes défini précédemment. 

De ce qui précède, on peut conclure que la position 
absolue de la ligne de terre dans une épure importe peu ; 
gue seule sa direction importe ou, ce qui revient au même, 
la direction des lignes de rappel. 


S3. Dans ce qui va suivre, je vais tâcher de montrer 
rapidement comment on peu arriver à se dispenser de la 
ligne de terre dans l'enseignement de la géométrie des- 
criptive. 

En passant, je ferai remarquer qu'à l'Ecole Militaire de 
Belgique, mon prédécesseur Monsieur CHOME, actuellement 
professeur émérite, a enseigné sa méthode avec succès 
pendant plus de 20 ans, et qu’”il a été suivi en Belgique 
par la plupart des établissements d'enseignement moyen 
et par un certain nombre d’établissements d'enseignement 
supérieur. | 8 

La méthode dont je vais tracer très rapidement les 
grandes lignes a done déjà fait ses preuves. 

Mon but n’étant pas de faire un cours, mais de me borner 
seulement à& donner quelques indications destinées à per- 
mettre de se faire une idée de la méthode, je n’insisterai 
pas sur la rigueur des définitions qui doivent servir de 
base à létude de toute science. 


S 4. Représentation d'une figure de l'espace au moyen des 
projections orthogonales. 

Supposons, pour fixer les idées, qu'il s’agisse de repré- 
senter les arêtes d'un parallélépipêde rectangle A,B,C, 
dk EL. 

Nous distinguons sur ce parellélépipède 3 directions 
principales: longueur, largeur, hauteur. 

Construisons les projections horizontale et verticale : 

1’). sur un plan parallèle à la base (direction des lon- 
gueurs et largeurs). 
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20), sur un plan parallèle à une autre face (direction 
des longueurs et hauteurs par exemple). 

Chacune des projections ainsi obtenue est un rectangle 
et chacun des sommets de ces rectangles représente les 
projections de deux sommets du parallélépipêde. 

Si nous avons construit les deux projections sur deux 
feuilles de papier différentes, nous remarquerons que nous 
pouvons placer les deux projections en regard lune de 
Yautre de facon que les longueurs correspondent (fig. 3). 

Dans ces conditions, les deux projections de chacun des 
sommets pourront être jointes par des parallêles qu'on 
appelle ligne de rappel !). 

Il serait facile de montrer, ainsi qu'on le fait d'habitude, 
que la figure de l'espace est représentée sans aucune 
indétermination, les positions relatives des diftérents points 


étant complêtement determinées. 


Il serait par exemple aisé de déterminer les coordonnées 
du point EÉE par rapport au système d'axes ayant pour 
origine le point A; ou de représenter un point X dont on 
donnerait les coordonnées, par rapport à ce systême d’axes. 

Remarque Ll. Dans ce qui préecède, il n'est pas question 
de la ligne de terre; il est entendu qu'elle existe, mais 
elle n'a rien à voir avec la figure de l'espace. 

Mais ce qui est important après la mise en correspon- 
dance, c'est la direction des lignes de rappel, car elle sert 
à montrer que deux points pris respectivement sur la 
projeetion horizontale et sur la projection verticale corres- 
pondent à un même point de l'espace. 

Remarque ll. En placant les deux projections en corres- 
pondance, nous sommes libre de rapprocher plus ou moins 
la projection verticale de la projection horizontale. 

Mais la projection verticale d'un point queleonque dela 
figure ayant été choisie sur la ligne de rappel de ce point, 
les projections verticales des autres points sont par le fait 
même déterminées. 

En d'autres termes, la projection verticale de la figure 
peut être déplacée parallêlement aux lignes de rappel. 


l) En pratique, on ne s’astreint pas toujours à tracer les 
ligues de rappel, ni à placer les projections en correspondance., 


+ 
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Remarque III, Pour se représenter les positions relatives 
de 2 points dans l'espace, il suffira d’'imaginer un système 
d'axes ayant pour origine le premier de ces points par 
exemple, et de voir quelle est la position du 2e par rap- 
port à ce système d'axes. 


S 5. Traces des droites et des plans sur les plans de 
projection. 

La conséquenece inévitable de la suppression de la ligne 
de terre, c'est l'abandon des traces des plans et des droites 
sur les plans de projection. 

En réalité ces traces sont des lignes quelconques des 
plans ou des points quelconques des droites que lon 
envisage car les plans de projection dans lesquels elles 
se trouvent peuvent être déplacés dans l'espace comme 
nous l'avons vu. 

Il est done illogique de leur accorder, dans la représen- 
tation des plans et des droites, une importance plus grande 
que pour toute autre droite d’un plan (horizontale ou 
frontale) ou pour tout autre point d'une droite. (En réalité 
ce sont les figures tracées dans les plans qui intéressent.) 

Du reste, il arrivera fréquemment que les plans et les 
droites que l'on a à considérer dans le cours d'une épure, 
auront des traces en dehors des limites de la feuille de 
papier sur laquelle on dessine et qu’on ne pourra donc 
les utiliser. | 

Les procédés basés sur l'existence des traces manquent 
done d’élasticité et de généralité et on n’aura guêre à 
regretter leur disparition. *) 


S 6. Changement de plan de projection. 

Aussitôt qu'une figure de l'espace a été représentée 
comme il vient d'être indiqué, la question qui se pose 
naturellement à lesprit est celle des changements de plan 
de projection. 


1) Les méthodes utilisées pour la résolution de certains pro- 
blèmes doivent être modifiées en conséquence, 

Ainsi par exemple, l'intersection de deux plans se céterminera 
en utilisant des plans sécants auxiliaires (généralement des plans 
projectants) ; la perpendiculaire à un plan se construira après avoir 
déterminé une horizontale et une frontale de ce plan, etc, 
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On pourra ansi obvier aux inconvénients résultant de ce 
qu’une figure est mal placée par rapport aux plans de 
projection pour la résolution de certains problèmes. 

En particulier, les ennuis suscités par les droites de 
profil et les plans parallèles à la ligne de terre seront 
écartés. 

IN faut bien remarquer, qu'en pratique, le dessinateur 
utilise couramment les changements de plan de projection. 

C'est le cas par exemple de la représentation d'un 
édifice ou d'un objet queleonque par son plan, son éléva- 
tion longitudinale ; cette dernière pouvant être considérée 
comme le résultat d'un changement de plan de projection. 

Voiei comment pourrait se faire l'exposé de la théorie 
des changements de plan de projection au début du cours 
de géométrie descriptive 

Problème. On demande de construire une projection 
verticale nouvelle du parallélépipêde représenté (fig. 3). 

Le plan horizontal étant conservé, la projection horizon- 
tale subsiste. 

Choisissons une nouvelle direction des lignes de rappel 
(fig. 4). , | 

Nous pouvons déjà deéclarer que les projections vertica- 
les des différents sommets se trouveront sur les nouvelles 
lignes de rappel passant par les projections horizontales 
conservées de ces points. 

Nous avons vu que l'on pouvait rapprocher plus ou moins 
les deux projections d’une figure, ce qui revient à dire 
que nous pouvons choisir la projection verticale nouvelle 
d'un point queleonque A par exemple, n'importe où sur 
la nouvelle ligne de rappel du point A, sout A” 

Â’” étant fixé, nous pouvons obtenir les projections ver- 
ticales nouvelles des autres points. 

Les points A, B, CQ, D sont au même niveau; en effet, 
ils sont sur une même perpendiculaire aux lignes de rappel 
en projection verticale; done les projections verticales 
nouvelles sont sur une même perpendiculaire aux nouvelles 
lignes de rappel passant par A”. 

On peut done marquer les points B”, C’”, D’”/ sur les 
lignes de rappel correspondantes. 

Le point G” se trouvera sur la nouvelle ligne de rappel 
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passant par G’, à une distance au dessous du point A égale 
à la A”—G”, prise sur lancienne projection verticale. 

Les autres points sont au même riveau, done sur une 
perpendiculaire aux lignes de rappel menée par G’”/ et 
sur les nouvelles lignes de rappel de ces points. !) 

On peut énonecer la règle suivante pour l'exécution des 
changements de plan de projection. 

1°) Etant au préalable fixé au sujet de la projection 
gue l'on abandonne, on détermine la direction des nouvelles 
lignes de rappel, d'après le but qu'on se propose d'atteindre ; 

29) Par les projections conservées des points, on mène 
les nouvelles lignes de rappel sur lesquelles se trouveraient 
les projections nouvelles de ces points; 

8%) On choisit arbitrairement la projection nouvelle d'un 
des points de la figure, sur la ligne de rappel correspondante ; 

49) On détermine les projections nouvelles des autres 
points de la figure en tenant compte des positions relatives 
de ces points par rapport au premier que l'on a considéré 
et représenté. 

Il suffira de tenir compte des différences de niveau si 
Pon construit une nouvelle projection verticale et des 
différences d'éloignement si lon construit une nouvelle 
projection horizontale. 2) 


S 8. Conclusions. 

Je pense avoir suffisamment montré, par ce qui précède, 
que la méthode dont j'ai tracé les grandes lignes présente 
quelques avantages au point de vue de la pratique. 

Elle a avantage d’obliger les élêves à considérer dès le 
début les positions relatives des points représentés l'un 


1) On pourrait objecter que nous n'avons résolu le problème 
que pour un exemple très spécial; il n'en est pas moins vrai que 
si lon ne veut considérer que les points A et F de la figure par 
exemple, ils ont dans l'espace des positions relatives tout à fait 
queleonques, et l'on peut dire airsi que le problème est résolu pour 
des points quelconques. 

Rien n'empêcherait du reste de choisir un exemple plus général. 

2) Les rotations permettent également de déplacer une figure 
par rapport aux plans de projection, mais elles font varier les 
deux projections de la figure et conduisent par conséquent À des 
épures plus compliquées que les changements de plan de projection. 
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par rapport à l'autre et non plus par rapport aux plans 
de projection. 

En outre, on peut dire qu'elle renferme le cas de la 
représentation avec liene de terre car si par exemple on 
veut représenter un plan par une horizontale et une fron- 
tale, les projections parallêles à la ligne de terre de ces 
droites étant confondues, (fig. 5) on retombe sur le cas du 
plan représenté par ses traces. 

En outre, elle peut aussi bien servir de base à un en- 
seignement supérieur qu'à un enseignement moyen ou 
industriel. 

Il serait donc à souhaiter que tous ceux qui s'oecupent 
de géométrie descriptive lui accordent quelque attention. 


Bibliographie. Cours de géométrie descriptive. 
Livre I. Point, droite et plan par Monsieur 
CHOMÉ, professeur. émérite à l'Ecole Mili- 
taire de Belgique, Bruxelles, 


Sur Forthopôle d'un diamêètre du cercle circonscrit 
au triangle | 


PAR 
M. V. THÉBAULT à Ernée (France). 


1. Dans les Nouvelles Annales de Mathématiques, 1910 p. 
213, nous avons montré que l'orthopôle p d'un diamètre A 
du cercle circonscrit à un triangle ABC est le foyer d'une 
parabole z conjuguée au triangle et ayant A pour direc- 
trice. Nous avons ainsi généralisé un théorème de M. Ch. 
Michel sur le point de Feuerbach, orthopôle de la ligne 
des centres des cercles inscrit et circonscrit à un triangle. 1) 

Désignons par A, B,, C, les milieux des côtés BCO, CA, 
AB, ‚pat. AltBi0! leg pieds des hauteurs, par D, E,‚ F, 


1) Journal de G. de Longchamps, janvier 1895. 
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les pieds des bissectrices intérieures, par O, 1, H, les 
centres des cercles circonscrit, inscrit et lorthocentre. 
La parabole zr touchant C,A, et A,B,, ces droites font, 
Pune avec A‚v,‚, l'autre avec la perpendiculaire A‚K sur 
A, deux angles égaux, 
angle C‚A‚p angle KA,B,. 


Les droites qui joignent lVorthopôle p d'un diamètre A du 
cercle circonscrit à un triangle auw milieuw des côtés ont donc 
des directions respectivement symétriques, par rapport aux 
bissectrices intérieures, de la perpendiculaire au diamêètre A. 

Dans le cas particulier où A est la droite OI, les sy- 
métrigues de vA,, eB,, eC, par rapport aux bissectrices 
intérieures, contiennent respectivement les contacts X, Y, 
Z du eercle inscrit avec BC, CA, AB. 

2. A, étant un point de la médiane AA,, il est naturel 
d'examiner la position de A pour laquelle A‚p se confond 
avec AA, 

A est alors perpendiculaire à la symédiane issue de A et 
coupe parconséquent BC en P sur la tangente en A au cercle 
circonscrit. 

Le cercle de diamêtre AP coupe le cercle des neuf points 
en p sur la médiane AA,. Comme 

angle ADP=4A+4C= angle DAP, 


la perpendiculaire sur AD en son milieu passe aussi en 
P et le milieu L de AD est sur le cercle de diamêtre AP. 
Puisque p est symetrique de Q, intersection de A et de la 
symédiane issue de A, par rapport à B‚C,, Pow est syme- 
trique de A par rapport à PL. Cette dernière droite touche 
done la parabole zr. On est conduit à des propriétés comme 
les suivantes : 

La perpendiculaire à Vune des bissectrices AD d'un triangle 
en son milieu rencontre en u et w/ les droites AB, et CA, 
des milieuw des côtés. Le cercle Apu’ coupe le cercle des neuf 
points du triangle sur la médiane AA,. 

Les perpendiculaires élevées sur les médianes d'un triangle 
à leurs points d'intersection avec le cercle des neuf points, autres 
que les milieu des côtés, rencontrent respectivement les côtés 
correspondants en trois points en ligne droite. Ces droites pas- 
sent auw milieuw de AH, BH, CH; oP par ewemple contient 
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aussi les intersections de AB et CA avec les cercles de diamè- 
tres Cy et B, autres que B' et C’, 2 et y étant les intersec- 
tions de A avec AB et CA. 

Le sommet A, sa projection A’ sur BCG, Vintersection de la 
médiane AA, et du cercle d'Euler, le milieu L de AD, les 
points A et P, sont sie points d'une même circonférence. 

3. Le diamêtre A nous parait remarquable à un autre 
point de vue. 

Dans le plan du triangle ABC, soient une transversale 
queleonque A qui rencontre les côtés AB et CA en a et 4 
et un point P de A. On trace les droites BB’, CC’ qui se 
coupent en P, Si Yon pose | 


BES ele ed en 
Bi 
yÄ BA CB | 
la condition nécessaire et suffisante pour que P soit un point 
de A est que lon ait 


ma ny ==. 
Si P est le centre du cercle circonscrit au triangle, 
sin 2B sin 20 


trein Alst sn 
et, xsin2B + ysin 2C = sin 2A, 
ou en fonction des côtés “ 
b'rl(a? 4e? —b°) Heyla? Hb? —e?)=a? (be He? —a?) (1) 
Dans le cas particulier de A qui nous oecupe, le théo- 
rême de Menelaüs donne ; 
2x 2 
PEEN re 
Avec la relation (1), on obtient 
Db? H-C? —a* D? + C° —a? 
EE 


(5) 


1e 
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Tels sont les rapports simples des segments déterminés 
par A sur AB et CA. 

4. Les précédents paragraphes nous ont découvert une 
série de triangles curieux dont quelques-uns ont été 
étudiés ailleurs. Nous les signalons seulement en renvoyant 
aux études antérieures et ne donnons que celles de leurs 
propriétés qui découlent directement de ee qui précède 
que, du reste nous n'avons pas trouvées dans les études 
rappelées. 

a) A est la droite Ol des centres des cercles circonscrit et 
inscrit au triangle. 

Nous avous montré, Journal de Vuibert, Oetobre 1911, 
que la parabole z ayant pour foyer le point p de Feuer- 
bach et pour directrice OI est inscrite dans le triangle 
DEF des contacts du cercle inscrit avec les côtés du triangle. 

Si OI passe en P, PL nm’est autre que la droite EF. La 
droite AD est symédiane du triangle, les relations (1) et 


(2) donnent | 
a (be) =b? + Ce? 


La symétrique de Ol par rapport à EF est perpendiculaire 
à la médiane AA, au point p de Feuerbach. 

se coupent : 

1°) sur la médiane AA,, les droites EI et FyE, Fet E‚ 
étant les contacts des cercles eainscrits Iy et 1, avec CA et AB ; 

20) Sur la médiane BB, la bissectrice intérieure de A et BFE ; 

80) Sur la médiane -CC',, la bissectrice intérieure de A et CE. 

Nous avons donné d'autres propriétés de ce triangle, 
Nouvelles Annales de Mathématiques, 1915 pp. 458—462 et 
Mathésis, 1915 pp. 162—165. Voir aussi Mathésis 1885 p. 108 
(E. Lemoine). 

b) A est la droite d' Euler OH du triangle. 


D'après (1) et (2) les côtés du triangle vérifient la relation 
a? (b? Hc) =bt Het. 

L'orthopôle de la droite d'Huler est un point de la médiane 
AA, tel que sa distance au pied A’ de la hauteur égale la 
somme de ses distances aux pieds B’ et C’ des autres hauteurs. 

La droite qui joint le point de Lemoine de ce triangle au 
point de coordonnées barycentriques a*, bt, ct, est parallèle à BO, 

c) A est le diamètre de Brocard du triangle. 
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Les côtés de ce triangle sont liés par la relation 

2a° =b? +? 

Il a fait l'objet d'études très complêtes dues a M.M. 
Neuberg et Déprez, Mathésis, 1889 p. 208, 1902 p. 205 et 
1903 pp. 196—226—245. 

Ajoutons que la droite d'Euler et le diamètre de Brocard 
ont des directions symétriques par rapport à la bissectrice 
intérieure de langle A et que parconséquent Vorthopôle de la 
droite d'Kuler est surla symédiane du triangle A, B ‚C, issue 
de A, 

d) Les valeurs (3) mettent en évidence le triangle 

Ste bit, 
ed. ik 
orsque a=, Yr 
Nous n’avons pas rencontré ce triangle, duquel nous 
pouvons dire que: 
u*=bceosÂ; he=a.tgAÂ; cotw=2eotÄ; 
cot A = cot B + cot C, etc. 
h, étant la hauteur AA’ et w langle de Brocard. 

La droite des pieds des symédianes issues de B et C contient 
le centre O du cercle circonscrit au triangle et le centre du 
cercle d' Apollonius relatif à BC; elle est de plus per pendicu- 
laire à la symédiane issue de Á. 

La distance du point de Lemoine au côté BC égale le quart 
de la hauteur he. 


5. Pour terminer, nous remarquerons qu’à tout point 
p du cercle d’Euler d'un triangle correspond un diamêtre 
A du cercle circonscrit. p étant donné,-A sen déduit 
aussitôt par la perpendiculaire à la symétrique de A, p par 
rapport à la bissectrice A‚a, du triangle médian A,‚B‚C,. 

Comme application de cette RAE nous donnons 
aux lecteurs les questions suivantes: 

1°. Déterminer un diamètre A du cercle circonscrit à un 
triangle tel que son orthopôle p soit situé sur une hauteur, sur 
wne bissectrice, sur une symédiane. 

20, Trouver les relations qui lient les côtés d'un triangle 
ABC tel que son point de Feuerbach soit situé sur une hauteur, 
sur une bissectrice, sur une symédiane. 
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Ken eenvoudige toepassing der formule van Stirling 
in verband met een oneindig en eindig product 


DOOR 
H. J. MUNZEBROCK (Amsterdam). 


In het werk van WurrTAKER-WATSON, „Á course of modern 
Analysis”, 2e edition, bladz. 2354, komt zonder bewijs de 
volgende formule voor: 


een Ar …_ (a —l)a n 
EEEN ooh ed . 
Nn Nn n nl 


Waar het bewijs dezer formule mij onbekend was en 
er ook geenerlei aanwijzing bij gegeven werd, was ik 
genoodzaakt genoemde formule maar aan te nemen of te 
bewijzen. Hoewel mij later een bewijs werd medegedeeld, 

2n —l 


‚ berustend op de ontwikkeling van Es ‚slaagde ik er 


na eenige moeite in, het volgende bewijs te leveren dat 
m.i. daarom nog al aardig is, omdat hierin de formule van 
Stirling nu eens niet als benadering, doch als juiste formule 
kan worden toegepast. 


Het bewijs gaat uit van een bekend oneindig sinus- 

preduct : 

À oo? 0? 0? DR, 
sine—ol1— 5) (1 ed) ‚… … adinfinitum. 
Schrijft men nu achtereenvolgens deze producten op, 

_ aldus: 


Ne 7 1 1 1 L a 
Sn — malige) (te) (1e) en EN 
EPL bs 4. 4 4 $ 6 
Ale) (Aare) (Lore ... adinfinitum 


Del | ie del), ‚ad infinitum 
n n \ n° (2n)? 


Deze producten zijn nu allen absoluut convergent, dus 
wij mogen de volgorde der verschillende factoren wijzigen. 
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Schrijven wij voor het gevraagde product P, dan kunnen 
wij dus bn 


Lene 


n—l | 
ee, fas Eel 


op en I(lenH1(len—2)(kend-2) 


P= 
Nn 


LBD pel enn dre 
nl 4 L (en)-— 2 
en, net BT al A Che D(nHl(n—2)..(2n—1) 
ER el EA n2n 2 4 
(On —1)(Qn 4-1). …(n +1) (8n — dl 
nan 2 
es (kn—l) (kn 1). (kn nl) (kndn-l) 
NGT 
ET EE Nn LEME 1 iam 1e? en lk ml). (2n— ze, 
Ta n—l ei De en tt 
ne (nt-1)..-(2n —1) (Ana IJN „Bnl) 
(Qny—! 4 (any —Ì 
ik —InH1l... (kn el). (kn +1). (knal) 
(n= 1 (en! 
Ee EE Cm) OER en im lede” 1-49 nn _@ J 1)... (2n) 
zat nl A Ki n” 5 
(nd1)...(2n) (2nt1)...(Bn —1)' 
(nr (On) ene 
(del) nl}... (kn 1) (kn tl)... (kntn—l) 
(len) en)” 
dus: 
ad (en IT ĳ (end-n—l) ! 
5 Ea per rt 1 D 


Nu wordt gebruik gemaakt van de formule van a Stirlihe. 
dus voor: 
limp!t=pPe Pv2rp. 
p= 
Dit is nu een voorbeeld, dat de formule van Stirling 
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geen benaderingsformule meer is: immers feitelijk is de 
exponent van e: | 
0 
Pt 12p ; 
waarin 6 is een getal, liggende tusschen 0 en 1, maar voor 
p=» draagt deze natuurlijk niets bij, en dus kunnen wij 
schrij ven: 
B (en) 1” —_2kn rn ZEN 
n—l 


k=o0 n 
1 


RER PE VE 
ping eN @rk) n 2/n 
Onda peert Grt) prent) 
erf ® TI 2 ken) 


of 
EEH) 


Dit alles geldt nu nog zonder eenige verwaarloozing. 


Nu is, als k tot oneindig nadert, De naderend tot nul, 


dus EN CE) ne 1, immers n —1 iseen eindige macht, 


evenzoo is V(1 +9) =—=1 voor lim ò =0. 


Met (1+ ei Tr) is dit echter niet het Gn immers 


n kn n—l 
lim (142) ‚ dus lim (14 Sr == € 3 
dus wij krijgen voor ons product: 
je dl e-1) je 
EE Ees 
Ji 2 


Wiskundig Tijdschrift, 16e Jaargang. 9 
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en hiermede is dus bewezen, dat 
nel ER 
Er gnl 


Mr ora $ 
sin =SIn—.. Sl 
n n 


De formule Ie is het duidelijkst gedemonstreerd in de 


formule I, 
Bij het in den aanvang genoemde bewijs wordt gebruik 
gemaakt van de ontwikkeling: 


27 
Kr DN Ed 


xc —l 

0 
en stelt men «@=l, m.a.w. gebruikt men de breuk 0’ 
iets wat mij zeer trof, in verband met de door mij gebruikte 
breuk — (formule ID. 


De bedoeling van de publicatie in dit vraagstuk is echter 
de toepassing van oneindige producten en een formule 
voor nl! die slaat op „ oneindig, te laten zien op een 
eindig product. 


Bladvulling, 


Examens K; (1887) en K, (1888). 


Ik vond bij mijne papieren nog schriftelijke opgaven 
voor bovengenoemde examens. Ik meen, dat het publiceeren 
ervan velen welkom zal zijn. C. KREDIET. 


K,. Differentiaalrekening. 

le. Bewijs, dat in een parabool de kromtestraal twee 
maal het stuk der normaal is, begrepen tusschen de kromme 
en de richtlijn. 

2e. Drie punten A, B en C gegeven zijnde, begeert men 
in hun vlak een vierde punt P te bepalen, zoodat de som 
der afstanden AP, BP, CP een minimum zij. 


Integraalrekening. 

le. De bol #? + y? 42? =r? is doorboord door de cilin- 
ders y? +? —ra=0 en y? +? + ra —=0. Men vraagt den 
inhoud van het overblijvende deel. 
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2e. Men vraagt de algemeene An der vergelijking 
d*y dy  d°% dy 


Analytische Meetkunde 

le. Het oppervlak te bepalen, dat op een rechthoekig 
drie-assig coördinatenstelsel wordt voorgesteld door 

®° + y? +92? + Oyz — Oz — ry +2 — Az —=0. 

2e. Een oppervlak omhult een drie-assige ellipsoïde en 
een bolvlak, die hetzelfde middelpunt hebben; vrage de 
kromme lijnen van aanraking op elk der oppervlakken te 
bepalen. 


K,. Analytische Mechanica. 

le. Een omwentelingskegel kan wentelen om eene mid- 
dellijn van het grondvlak als horizontale as. Welke afme- 
tingen moet hij hebben, opdat het middelpunt van schomme- 
ling juist in den top zal vallen ? 

2e. Een ecylindervormig vat met verticale as, voor de 
helft met water gevuld, wordt om die as in eenparige 
wenteling gebracht. Welke omwentelingssnelheid moet 
gegeven worden, opdat het oppervlak der vloeistof in het 
middelpunt den bodem aanrake ? 

se. Een geliĳjkslachtige omwentelingskegel drijft op een 
vloeistof met den top verticaal naar beneden. Hem wordt 
een kleine verticale snelheid meegedeeld, waardoor hij gaat 
schommelen. ‘De periode dezer beweging te bepalen, wan- 
neer de wrijving buiten rekening blijft. 

4e, Naar de wet van Newton de aantrekking te bepalen 
van een gelijkslachtige omwentelings: ellipsoïde op hare 
polen. 

de. De vergelijking op te stellen der kettinglijn bij een 

centrale kracht volgens de wet van Newton. 
6e. Het tautochronisme te bewijzen der beweging van 
een stoffelijk punt op de verticale cycloïde. 


Een elementaire oplossingsmethode van 
bekende maximumvraagstukken. 


_De bekende stelling, dat een product van n getallen, 
wier som gegeven is, een maximum is, als die getallen 
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gelijk zijn, kan ook toepassing vinden in sommige gevallen, 
die er, oppervlakkig gezien, niet toe behooren. 

Als voorbeeld diene het volgende: 

Beschrijf in een bol den grootsten cilinder. 

Oplossing: Noemen we de halve hoogte & en den straal 
van den bol r, dan komt de vraag neer op het bepalen 
van de En van «(r? — x°). 

Vermenigvuldigen we dit product met drie voorloopig 
onbepaalde getallen a, b en c en beschouwen de drie fac- 
toren ax, b(r—x) en e(r +), dan moet voldaan worden 
aan de voorwaarde: 

ar =b(r —®) =c(r +), 
d.w.z. a, b en c moeten zoo worden bepaald, dat aan 
die beide vergelijkingen door eenzelfde waarde van 
a kan worden voldaan; en aan de voorwaarde, dat 
ax + b(r — ®) + e(r + 4) onafhankelijk van & moet zijn. 

Men vindt: ab=2be tac en a—bt+e=0, 


dus: a:bie=(l 4WV3):(2 HVD): 1 
of: (1 —-V3):(2—V3): 1. 
$ r r 
Dit geeft: L= 3 of Ty 
welk laatste antwoord onbruikbaar is. 
Utrecht. Dr. W. v. D. KAMP. 


Boekbespreking, 


An elementary treatise on curve tracing, by Percival Frost. 
Fourth Edition revised by R. J. T. Bell. 

Maemillan and Co., London, 1918. 

De eerste druk van dit werk verscheen in 1892; het is 
echter in ons land vrijwel onbekend gebleven. Dit is zeer 
te betreuren, want het is een wiskundig werk, dat men 
in handen kan geven van ieder, die zich aangetrokken 
gevoelt tot de meetkunde, zonder dat hij kennis bezit van 
hoogere wiskunde. Het behandelt niet den vorm of de 
eigenschappen van bijzondere kromme lijnen, maar omvat 
feitelijk veel meer; het bespreekt nl. hoe men een kromme 
lijn, waarvan de vergelijking gegeven is, moet teekenen. 
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Natuurlijk niet door het bepalen van de coördinaten van 
een groot aantal punten, maar systematisch; in het bijzon- 
der wordt de vorm nagegaan in de omgeving van bijzon- 
dere punten. 

Vooreerst wordt de vorm van algemeen parabolische 
krommen nagegaan nabij den oorsprong; dan worden 
kromme lijnen besproken, die keerpunten en buigpun- 
ten bezitten. In het kort wordt vermeld hoe men de 
richting van de raaklijn en de kromming in een of ander 
punt kan vinden. Daarna wordt de vorm van parabolische 
lijnen in het oneindige nagegaan, en worden verschillende 
kromme lijnen geteekend, zoowel algebraïsche als trans- 
cendente. Op ongezochte wijze is de reeks van Taylor 
ontwikkeld; er wordt zelfs niet gesproken over een afge- 
leide. De reeks dient om waarden te benaderen. Om den 
vorm in de omgeving van een bijzonder punt te onder- 
zoeken, wordt dat punt tot oorsprong gemaakt; op deze 
‚wijze worden dubbelpunten en meervoudige punten onder- 
zocht, met de raaklijnen daarin. In een afzonderlijk hoofd- 
stuk volgen kromme lijnen, waarbij de coördinaat-assen 
raaklijnen zijn. Asymptoten, al of niet evenwijdig aan de 
assen, snijpunten in het oneindige, en kromlijnige asymp- 
toten worden uitvoerig behandeld. 

De analytische driehoek van de Gua -— nl. de helft van 
een vierkant, dat in kleinere vierkanten verdeeld is, in 
elk waarvan een der termen van een veelterm met twee 
letters is geschreven — wordt door den schrijver gebruikt 
om ten naaste bij den vorm van een of andere kromme 
lijn na te gaan, waarvan de vergelijking gegeven is; hij 
vervangt den driehoek door een anderen, waarbij de ach- 
tereenvolgende termen behooren bij de snijpunten van 
lijnen. 

Het onderzoek waar bijzondere punten van een kromme 
lijn liggen, wordt eerst in het algemeen uitgevoerd; en 
daarna door het vlak van teekening te verdeelen in ge- 
bieden, waarbinnen de kromme lijn al of niet moet liggen ; 
eveneens wordt besproken, hoe geïsoleerde gedeelten 
worden gevonden. In het bijzonder wordt een kromme 
lijn van den vierden graad onderzocht. k 

Ten slotte bespreekt de schrijver het systematisch tee- 
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kenen van een kromme lijn in haar geheel; daarvoor 
kiest hij lijnen, waarbij zich bijzondere moeielijkheden 
voordoen; tevens wordt de aandacht gevestigd op lijnen, 
die zich herhalen (goniometrische functies), welke afgeleid 
kunnen worden van algebraïsche krommen. 

Een enkel woord nog gewijd aan het omgekeerde vraag- 
stuk: gegeven een kromme lijn, de vergelijking daarvan 
te vinden. 

Uit den aard der zaak is dit niet eenvoudig; men kan 
trachten een vergelijking te vinden, waarvan de meetkun- 
dige voorstelling zoo dicht mogelijk aansluit bij de gegeven 
lijn. De schrijver geeft eenige voorbeelden ; hij kiest kromme 
lijnen, die vroeger in het boek behandeld zijn, en vindt 
door beschouwingen een vergelijking welke met meer of 
minder nauwkeurigheid voldoet; de analytische driehoek 
kan ook hierbij diensten bewijzen; terwijl ook nog een 
methode gebruikt kan worden, waarbij men de kromme 
lijn splitst in gedeelten, die ieder afzonderlijk worden 
onderzocht; de verdeeling van het vlak van teekening in 
gebieden kan tegelijkertijd worden toegepast. 

Achter elk hoofdstuk zijn een aantal vraagstukken 
opgegeven. 


Cours de Mécanique par A. BAZARD. 

Troisiëme Volume, Hydraulique. 

Paris, Albin Michel, 22 Rue Huyghens, 1918, 18 frs. 

Dit boek van 600 bladzijden, flink gedrukt met duidelijke 
figuren, bijgewerkt, en uit den aard der zaak met veel 
formules, gecft niet alleen de theorie, maar ook afbeeldin- 
gen van werktuigen die door water worden bewogen, of 
dienen om water te bewegen. Na het le hoofdstuk over 
hydrostatica volgen een paar rekenvoorbeelden, en daarna 
een hoofdstuk met toepassingen : bepaling van drukpunten, 
berekening van stuwen, evenwicht van drijvende lichamen, 
arbeid bij een lichaam, dat tengevolge van druk veran- 
dert, evenwicht bij een bewegende vloeistof, Daarop volgen 
weder rekenvoorbeelden. 

Deze volgorde treft men in het geheele boek : algemeene 
theorie, toepassing op bijzondere gevallen, uitgerekende 
practische vraagstukken. 


11 


De hydrodynamica geeft dus de bekende theorema’s 
(met beperkt gebruik van hoogere wiskunde) met een 
aantal vraagstukken. Teekeningen van verschillende vor- 
men van uitvloeiopeningen met de vermoedelijke stroom- 
lijnen, en verschillende tabellen houden rekening met de 
praktijk; eveneens worden afbeeldingen van leidingen 
met plotselinge doorsnedeverandering gegeven en besproken 
(éjècteur, afsluitschuif). 

In het bijzonder worden lange leidingen behandeld, 
waarin de wrijving een rol speelt: formules van Prony, 
Dupuit, Darcy, Flamant, Lévy, Vallot, Manning, Weisbach, 
Colombo. 

Voor eenige van deze zijn tabellen samengesteld. 

Een overzicht wordt gegeven, hoe een waterleidingnet 
van een stad moet worden berekend. Daarna worden een 
paar rekenplaten besproken. *) 

Van open kanalen (formule van Bazin met tabellen) 
aquaducten, riolen worden ook weder rekenvoorbeelden 
gegeven, evenals van metingen (hoeveelheden en snelheden). 

Het overige deel van het boek behandelt werktuigen : 
waterraderen van verschillenden vorm, zooals ze in stre- 
ken met snelstroomend water gebruikt kunnen worden 
(steeds met rekenvoorbeelden), waterturbines (met gra- 
phische berekening) met hun inrichtingen ter regeling 
van de waterhoeveelheid en taatsen, regulateurs. Daarna 
werktuigen, werkend door waterdruk (motoren van Schmid 
en van Brotherhood), accumulateurs, kleppen. Verder 
pompen, kleppen, afsluiters, luchtkamers; pompen van 
Greindl, ecentrifugaalpompen, schokbrekers; pulsometers, 
ejecteurs, ram, schroef van Archimedes. Ten slotte werk- 
tuigen, waarin lucht wordt gebruikt: ventilateurs van 
verschillenden vorm, toestellen voor samendrukken van 
lucht (met diagrammen), luchtdrukhamers, hydraulisch 
hef werktuig. 

Aan het eind van het boek zijn nog 100 niet-uitgewerkte 
vraagstukken opgenomen. 


*) Langzamerhand beginnen rekenplaten in technische werken 
de plaats in te nemen, die hun toekomt. Zie ook eenige blad- 
zijden verder. 
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Lehrbuch der Technischen Mechanik von MARTIN GRÜBLER. 

Erster Band. Bewegungslehre. 

Berlin, Julius Springer 1919. 

De schrijver is voornemens de mechanica in drie deelen 
te behandelen, waarbij hij — in afwijking van andere 
boeken — grooten nadruk legt op de bewegingsleer, omdat 
deze geheel wiskundig zuiver kan worden opgebouwd, 
terwijl in de andere gedeelten der werktuigkunde coëffi- 
ciënten optreden, waarvan de grootte niet juist bekend is. 

Er wordt ruim gebruik gemaakt van graphische 
voorstellingen. 

Uit den aard der zaak worden achtereenvolgens de 
eenparige en de veranderlijke bewegingen besproken, 
rechtlijnig en kromlijnig; ook de hodograaf en snelheids- 
diagrammen. 

Op de beweging van vaste lichamen gaat de schrijver 
dieper in dan andere leerboeken der mechanika, doordien 
hij eigenschappen van de kinematika bespreekt, *) voor 
wat betreft oogenblikkelijk draaiingsmiddelpunt, poolbanen, 
glijdsnelheid, loodrechte snelheid, samenstellen van snel- 
heden van verschuivingen en van draaiingen (een wiel, 
dat draait om een as evenwijdig aan zijn vlak, een kogel 
in een kogellager). Ook beweging om twee elkander 
kruisende assen wordt besproken (schroetbeweging) ; daar bij 
sluit zich de vrije beweging van vaste lichamen aan, de 
gedwongen beweging en de relatieve beweging. Bij deze 
laatste wordt de stelling van Coriolis aangetoond. 

In het laatste hoofdstuk wordt de bewegingsleer be- 
schouwd uit het oogpunt van de relativiteitstheorie. Om 
aan te toonen dat de tijd ook als relatieve grootheid moet 
worden opgevat, evenals de beweging, vermeldt de schrij- 
ver het voorbeeld, dat Einstein de grondlegger der rela- 
tiviteitstheorie koos, nl. dat in twee punten A en B tege- 
lijkertijd de bliksem inslaat. Een waarnemer midden tus- 
schen die punten ziet dat inslaan gelijktijdig. Beweegt hij 
echter in de richting AB, dan ziet hij het inslaan in B 
eerder dan dat in A. Dit eenvoudige voorbeeld doet zien, 

*) In verband hiermede zie men van denzelfden schrijver 


„Getriebelehre, eine Theorie des Zwanglaufes und der ebenen 
Mechanismen. 
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dat een verplaatsing van den waarnemer van invloed is 
op de waarneming van den tijdsduur. 

‚De schrijver gebruikt vectoren, zonder volledig de 
vectorrekening toe te passen. 


Repetitie- Dictaat Beschrijvende Meetkunde door Ir. W.J. 
VOLLEWENS CG. i. 

Electrische drukkerij Egner, Rijswijk (Z-H.) 1919. f 2.50. 

De schrijver heeft de goede gedachte gehad om de 
definities van bijzondere punten, lijnen en vlakken, die in 
de beschrijvende meetkunde ter sprake komen ; de wijzen, 
waarop men raakvlakken aan oppervlakken construeert ; 
de belangrijkste eigenschappen van de éénbladige hyper- 
boloïde, van de omwentelings hyperboloïde, van de hyper- 
bolische paraboloïde, de regelvlakken in het algemeen en 
enkele bijzondere daarvan, in een boekje van ongeveer 50 
blz. te vereenigen. Studeerenden, die nog iets willen weten 
omtrent een of ander behoeven dus niet in hun studie- 
boeken te zoeken, maar vinden dadelijk de mededeeling 
die zij wenschen. 

Bovendien wordt nog behandeld: raccordeeren, doorsnij- 
ding van oppervlakken, raaklijnen aan doorsnijdingskrom- 
‚men, asymptoten aan doorsnijdingskrommen en asymp- 
totische raakvlakken. 

Tusschen de mededeelingen in zijn opgaven gevoegd, 
terwijl een tiental examenopgaven, betreffende scheeve 
parallelprojectie, axonometrie en rechthoekige projectie 
zijn opgenomen. 


Dr. Hk. De VRIES. Leerboek der differentiaal- en integraal- 
rekening en van de theorie der differentiaalvergelijkingen. 
Eerste deel. P. Noordhoff 1919. f 16.— plus 20°/, crisistoeslag. 

Dit fraaie werk is een belangrijke aanwinst voor de 
Hollandsche wiskunde-literatuur. Het is een dik boek ten 
gevolge van twee oorzaken. Vooreerst heeft de schrijver 
niet gewacht met bespreking van de integraal rekening 
totdat de differentiaalrekening geheel is afgehandeld, maar 
begint er vrij spoedig mede. Daardoor wordt het voordeel 
verkregen, dat spoedig verschillende zaken besproken 
kunnen worden, die anders tot later zouden moeten zijn 
uitgesteld, bijv. kan het oppervlak van een kromme lijn 
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dadelijk worden berekend, wanneer die lijn onderzocht is. 
De uitbreiding, die het eerste deel daardoor heeft onder- 
gaan, zal gedeeltelijk worden uitgewonnen in het — nog 
niet verschenen — tweede deel. 

De tweede oorzaak, dat het boek dik is geworden, is 
gelegen in de wijze van schrijven van de samensteller. 
Hij geeft niet een droge opsomming van formules, maar 
vertelt een verhaal, dat zich aangenaam lezen laat, ter wijl 
hij meermalen geschiedkundige of andere opmerkingen 
invlecht. Zoo treft men een paragraaf aan over de diffe- 
rentieerbaarheid van een functie, over oneindig groote 
functie waarden (waarin gewezen wordt op het verschil, 
dat de meetkunde en de analyse hechten aan het begrip 
oneindig groot), over een paar functies die bijzondere 
eigenschappen vertoonen, over het begrip continuïteit. 

Het integreeren wordt eerst als omgekeerde bewerking 
van het differentieëren beschouwd en verschillende inte- 
gratie methoden worden besproken, voordat de andere 
opvatting van integraal ter sprake komt, bij welke be- 
spreking de schrijver den lezer wijst op zaken, waarover 
men geneigd zou zijn los heen te loopen. Van zelf komt 
men nu toe bepalen van lengten, oppervlakken en inhou 
den, waarbij toepassingen worden gegeven op cycloïden. 
Daarna volgens onbepaalde vormen, waarvan dadelijk 
gebruik wordt gemaakt bij de omwentelingsellipsoïde. 

Het voordeel van het vooraf doen gaan van de integraal- 
rekening blijkt bij de bespreking van verschillende kromme 
lijnen, waarbij nu booglengten en oppervlakken kunnen 
worden berekend. 

Een vrij uitgebreide bespreking van reeksen in het 
algemeen gaat vooraf aan de reeksen van Taylor en Mac- 
Laurin; van maxima en minima worden slechts enkele 
voorbeelden gegeven. (Beide onderwerpen zouden mis- 
schien iets uitgebreider gewenscht worden.) 

Eenige kromme lijnen worden nu onderzocht, waarbij 
telkens opmerkingen van verschillende aard worden ge- 
maakt naar aanleiding van optredende bijzonderheden. 

Zoo wordt gesproken over homogene coördinaten en 
transformaties. 

De kromming, en wat daarmede in verband staat, vult 
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een volgend hoofdstuk; daarin worden de tautochroon en 
de brachystochroon genoemd, en iets gezegd omtrent de 
intrinsieke vergelijking van een kromme lijn. 

Verder handelt het boek over functies van meer dan 
één veranderlijke, oppervlakken en ruimtekrommen. 


Boeken over mechanica. In den tweeden druk van The 
dynamics of particles and of rigid, elastie, and fluid bodies, 
being lectures on mathematical physics by Arthur Gordon 
‚ Webster (Leipzig Teubner, 1912) geeft de schrijver de 
volgende werken aan, die hij raadpleegde : 

Appel, Traité de Méc. rat. 

Boltzmann, Vorles. üú. die Prinzipe der Mech. 

Budde, Allgemeine Mech. 

Christiansen, El. der theor. Physik. 

Clifford, Elem. of dynamics. 

Despeyrons, Cours de Méc. 

Föppl, Vorles. ü. techn. Mech. 

Gray, Treatise on Physics. 

Helmholtz, Dynamik diskreter Massenpunkte. 

Hertz, Die Prinzipien der Mech, 

Jacobi, Vorles. über Mech. 

Kirchhoff, , „ mathem. Physik. Mech. 

Klein u. Sommerfeld, Theorie des Kreisels, 

v. Lang, Theor. Physik. 

Love, Theoretical Mechanics. 

Loudon, Rigid Dynamics. 

Mach, Die Mech. in ihrer Entwikelung. 

Mathieu, Cours de Phys. mathém. 

Maxwell, Treatise on Electr. and Magn. 

Poisson, Traité de Méc. 

Rausenberger, Lehrbuch der anal. Mech. 

Résal, Traité de Phys mathém. 

Ritter, Lehrb. d. Ingenieur mech. 

Routh, Dynamics of a Particle. 

an » »- System of Rigid Bodies. 
Dan and Tait, Treatise on Natural Philosophy. 
Voigt, Elementare Mech. 
3 Kompendium der theor. Physik. 
Williamson and Tarleton, Elem. treat. on dynamics, 
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Zivet, Elem. treat. on theor. mechanics. 

Boussinesq, Applications des potentiels. 

Betti, Teorica della forze Newtoniane. 

Basset, Treatise on hydrodynamics. 

Bjerknes, Vorles. üú. hydrodyn. Fernkräfte. 

Clebsch, St-Venant, Théorie de l'Elasticité des corps solides. 
Greenhill, Treat. on hydrostatics. 

Helmholtz, Dynamik kontinuierlich verbreiteter Massen. 
Ibbetson, Mathem. Theory of Elasticity. 

Lamé, Lecons sur la théorie math. de l'élastic. des corps sol. - 
Lamb, Hydrodynamics. 

Lévy, Théorie des marées. 

Love, Treat. on the mathem. theory of elasticity. 
Mathieu, Théorie de lelast, des corps solides. 

Minchin, Treat. on statics. 

Neumann, Das logarithm. und Newtonsche Potential. 
Peirce, Elem. of the theory of the Newtonian potent. funct. 
Poincaré, Lecons sur la théorie de l'élast. 


3 Théorie des tourbillons. 
à „ __potentiel newtonien. 
5 Piolnon d’équilibre d'une masse fluide. 


Rayleigh, Theory of Sound. 

Riemann, Schwere, Electr. und Magnetismus. 

Routh, Treatise on analytical statics. 

Tarleton, Introduction to the math. theory of attraction. 
Todhunter and Pearson, History of the „ „ elast. 
Wien, Lehrbuch der Hydrodynamik. 

Williamson, Mathem. theory of stress and strain. 


DR ADALBERT DECKERT. Mechanik. 
Jos. Kösel, Kempten und München 1919. 7.50 M. 


In nog geen 200 bladzijden geeft de schrijver een over- 
zicht van de analytische mechanica. Doordien hij weinig 
beschouwingen geeft, zal het boek voor zelfstudie lastig 
zijn. Het is echter zeer geschikt als handleiding voor 
iemand, die geregeld les ontvangt, om een of ander 
onderwerp na te lezen. Voor studeerenden aan een Uni- 
versiteit of te Delft is het boek wel aan te bevelen. Er 
zijn geen vraagstukken opgenomen. 
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DR. ADALBERT DEKKERT. Einführung in die Vektorrechnung. 

Jos. Kösel, Kempten und München 1916. 2.25 M. 

In ongeveer 80 bladzijden geeft de schrijver een over- 
zicht van de vector-analyse. In een eerste gedeelte be- 
handelt hij datgene, wat door leerlingen van een hoogere 
burgerschool of gymnasium zou kunnen worden begrepen ; 
in een tweede gedeelte komt de infinitesimal-rekening ter 
sprake. 

Er zijn geen vraagstukken behandeld; de schrijver wil 
die in een afzonderlijk boek vereenigen (toepassingen op 
natuurkunde en techniek); hij geeft nu slechts begrippen 
en bewijzen in geleidelijke opklimming. 


Compendium der Hoogere Wiskunde door DR. F. SCHUH 
en DR. J. G. RUTGERS, 3e deel. 

Groningen, P. Noordhoff f 7.50 + 15 °/, crisistoeslag. 

Van de vijf deelen, die de schrijvers voornemens zijn 
het licht te doen zien, is dit derde deel het eerst versche- 
nen. Het bevat een overzicht van de differentiaalrekening, 
analytische meetkunde van de ruimte en de integraalreke- 
ning. Uit den aard der zaak is het geen leerboek, maar 
is het alleen bestemd om te worden nageslagen door wie 
vroeger reeds studie van een of ander heeft gemaakt. De 
schrijvers hebben het oog op studeerenden aan de Tech- 
nische Hoogeschool te Delft, en voor de wiskunde-acten 
middelbaar onderwijs. Een uitvoerig register vergemakke- 
lijkt het opzoeken. 

Door DR. SCHUH zijn behandeld de differentiaalrekening 
(differentiëeren, hoogere differentiaalquotiënten, impliciete 
functies, reeksen, limieten, maxima en minima), door Dr. 
Rutgers de analytische meetkunde van de ruimte (trans- 
formatieformules, plat vlak, rechte lijn, bol, lineaire bollen- 
stelsels, meetkundige plaatsen — namelijk cilinder-, kegel-, 
omwentelingsoppervlakken, regelvlakken, tweede graads- 
oppervlakken — de algemeene kwadratische vergelijking, 
voorwaarden aan een O, opgelegd, doorsnede van O,’sen 
lineaire stelsels 0O,’s, cyclische doorsneden, tangentiëele 
coördinaten, algebraische oppervlakken en algebraïsche 
krommen, ruimtekrommen van den Ben en 4en graad. 

Ten slotte door Dr. S. weder de integraalrekening (on- 
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bepaalde en bepaalde en oneigenlijke bepaalde integralen, 
differentieeren en integreeren onder het integraalteeken, 
kwadratuur en rectificatie, dubbele en meervoudige inte- 
gralen, oppervlakbepaling, elliptische integralen, reeksen 
van Fourier, Bernouilliaansche coëfficiënten). 


Principes usuels de Nomographie avee application à divers 
problèmes concernant U' Artillerie et U Aéronautique. Conférences 
faites à la Section technique de l' Artillerie (Février 1919) par 
le Lieutenant-Colonel D'OCAGNE, professeur à l'Ecole Poly- 
technique. (Niet in den handel.) 

In het W. T. is meermalen gewezen op het belang van 
de nomographie voor verschillende onderdeelen van weten- 
schap en techniek, wegens de belangrijke tijdsbesparing 
bij berekeningen. 

De grondlegger van dien tak van wetenschap, M. 
d’Oecagne, is voortdurend bezig met ontwerpen en verza- 
melen van nieuwe rekenplaten. 

In de hier genoemde voordrachten geeft hij een over- 
zicht van verschillende methoden, met toepassing op: 
waarschijnlijke fout bij schieten op een hellend terrein, 
correctie van den elevatiehoek in verband met den atmos- 
ferischen toestand, regelingscoëfficiënt; elevatiehoek; 
gewicht van een kubieken meter lucht; grenssnelheid van 
bommen ; tijd voor het opstijgen van een vliegtuig; ballis- 
tische formules van Gossot-Liouville; grootste afstand, die 
door een vliegtuig kan worden afgelegd in stille lucht; 
inwendige drukkingen in geschut; totaal gewicht, dat door 
een vliegtuig gedragen kan worden bij horizontale vlucht ; 
kleinste dikte van schroefbladen bij de naaf ; formules van 
Charbonnier-Sugot voor inwendige ballistiek. 

De methode der richtlijnen treedt zeer sterk op den 
voorgrond. 
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VRAAGSTUKKEN. 


Oplossingen kunnen worden ingezonden aan den Hoofdredac- 
teur vóór 25 April 1920. Nieuwe opgaven, vergezeld van de 
oplossingen, worden gaarne ingewacht. 

Verzoeke het papier slechts aan één kant te beschrijven en 
voor elke oplossing, en elke nieuwe opgave cen afzonderlijk vel 
papier te nemen. 

Inzenders van nieuwe opgaven zouden de redactie veel moeite 
besparen door : 

Je. onder elke opgave hun naam en woonplaats te schrijven ; 
dan een ruimte van 6 of 8 cM‚ open te laten ; 

2e. daarna hun oplossing te laten volgen met opschrift: op- 
lossing van ....; 

ge. boven de oplossing te schrijven : (Met... fig), als dit het 
geval is, en de figuren op een afzonderlijk blad bij te voegen, 
elk voorzien van naam en volgnummer. 

Inzenders van oplossingen zouden eveneens de redactie tege- 
moet komen door te handelen volgens le en Se. 

De redactie zal toezending van nieuwe opgaven zeer 
op prijs stellen. 


446. Als de bissectrix uit A van A ABC een andere 
bissectrix in N, de overstaande zijde in D, en den omge- 
schreven cirkel in P snijdt, is 

INDELEN. 
AP _NA' 

Kampen. OvD ORIEND: JR, 

441. Een driehoek te eonstrueeren, als gegeven zijn een 
zijde, de overstaande hoek en het aan de gegeven zijde 
grenzende stuk, van een andere zijde door een bissectrix 
afgesneden. J. v. D. GRIEND JR. 


448, Als het middelpunt N van cirkel (N) op den omtrek 
van cirkel (M) valt, R en S de snijpunten der cirkels zijn, 
en een willekeurige rechte door het tegenpunt A van N 
op (M) de cirkels (N) en (M) in P(P/) en Q, snijdt, is 

BQ (BE)' (EE) 
ORE EALIN PSL 
J. v. D, GRIENDT JR. 
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449, Gegeven een cirkelomtrek, waarop de vaste pun- 
ten A en B liggen, en een punt P niet op dezen omtrek. 
Gevraagd een punt X op den cirkel, zoodat de projecties 
Ven W uit P op de verbindingslijnen AX en BX deze 
verbindingslijnen in evenredige deelen verdeelen: 

AV:VX=BW: WX. 
J. Vv. D. GRIEND JR 


450. AB is een koorde van cirkel (M), C haar midden. 
Men verbindt een willekeurig punt P van den cirkel met 
C en construeert A PCQoo A ACM. Te bewijzen QA —= QP. 

J. Vv. D. GRIEND JR. 


451. Terwijl een komeet een parabolische loopbaan 
doorloopt, denkt men zich een veranderlijke cirkel gebracht 
door de komeet, de zon, en detop van de parabool. Gevraagd 
te bewijzen, dat het middelpunt van den cirkel zich 
eenparig beweegt. (Newton, Principia, lib. 1, prop. 30). 

Rotterdam. S. C. Vv. VEEN. 


452. De kromme te bepalen, zoodanig, dat een materieel 
punt P, in ’t punt O der kromme geplaatst, de boog OP 
doorloopt in denzelfden tijd, als het punt noodig zou hebben, 
om de koorde OP te doorloopen. S. C. V. VEEN. 


453. Van een tetraëder liggen twee paar kruisende 
ribben op een hyperbolische paraboloïde. Te bewijzen, dat 
de hyperbolische paraboloïde de tetraëder in twee gelijke 
deelen verdeelt. S. C, V. VEEN. 


454. Gevraagd te bepalen: 
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| oog sin x)° dz. 
0 


S.C. v. VEEN. 
455. Gevraagd te berekenen: 
tse V(tg 2e) (tg 4) B (tg 8x)... 


AD Ee waarin k en n geheele getallen zijn. 


S.C. Vv. VEEN. 
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Over een ontstaanswijze van vlakke krommen van den 
vierden graad 


DOOR 
C. L. DOORMAN (Delft). 


Mijn doel met het schrijven van dit artikel is de zeer 
interessante wijze, waarop GEISER (Mathematische annalen 
I bl. 129) een vierde graadskromme C, in verband brengt 
_ met een oppervlak van den derden graad, O;, vermeerderd 
met, naar ik meen, enkele nieuwe beschouwingen in een 
ruimeren kring van wiskundigen bekend te maken. 

Zij O, een oppervlak van den derden graad, zonder sin- 
gulieriteiten, dan is de raakkegel K, er aan, met een 
willekeurig punt P als top, van den zesden graad. Ligt 
P op O,; dan gaat K, over in een kegel van den vierden 
graad, K,, en het dubbel getelde raakvlak in P aan O,. 
Immers, het quadratische pooloppervlak O, van P ten op- 
zichte van O,, zal, zooals bekend is, indien Pop OO; ligt, in 
P aan O, raken, derhalve zal de doorsnijding van O; en 
O,, een ruimtekromme e,, van den zesden graad zijn, met 
dubbelpunt in P. De kegel, die p, van uit P projec- 
teert is dan van den vierden graad, want elk, door P 
gebracht, plat vlak, bevat vier projecteerende rechten, 
w. t. b. w. De beide hoofdraaklijnen é, en t,, in het punt 
P, zijn de beide dubbelpuntsraaklijnen van e,, en hebben 
dus ieder drie samenvallende punten met e,, dus ook met 
O,, gemeen. Echter zal een rechte, die drie punten met 
een O, gemeen heeft, er geheel op moeten liggen. De 
_hoofdraaklijnen t‚ en t, in het puut P liggen dus, in hun 
geheele uitgestrektheid op het quadratische poolopper vlak 
O, van P. In het algemeen liggen op een derdegraads- 
oppervlak 27 rechten. Zij g een dezer lijnen, dan zal het 
vlak «, door P en g gebracht, O; snijden volgens gen nog 
een kegelsnede, die met g twee punten Ren 5 gemeen 
heeft. Het vlak « raakt dus O,; in R en S,en is dus dubbel 
raakvlak, zoowel aan O, als aan K,‚. We merken op, dat 
er 54 punten R‚S bestaan (nl. 2 op ieder der 27 rechten 
van O,) allen op ep, gelegen. 

Wiskundig Tijdschrift, 16e Jaargang. 6 
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Snijden wij nu de zoo verkregen ruimtefiguur met een 
plat vlak y, projecteeren de 54 punten R‚S..., als R/,S/… 
van uit P op dat vlak, en noemen tf’, en f/, de voetpunten 
van t‚ en f‚, dan krijgen we, in y, de volgende figuur : 

K, levert, als doorsnee een vlakke vierde graadskromme, 
C‚, die in de 6 doorsnijdingspunten van e; met y, geraakt 
wordt, door een vlakke derdegraadskromme C,;, die de 
doorsnee vormt van O; en y. Door deze 6 raakpunten gaat 
een kegelsnede C,, doorsnee van het pooloppervlak O, 
met y, welke kegelsnede C, verder nog in de punten 
t,‚ en !, snijdt. 

De 27 vlakken «, die de rechten van O,;, van uit P op 
y projecteeren, zijn, zooals wij boven zagen, dubbelraak- 
vlakken van K,‚ en geven dus als doorsnee met y, 27 
dubbelraaklijnen van C,, waarvan de 54 punten R/,S’,.. 
de raakpunten zijn. 

Het raakvlak E, in P aan 1 Os gebracht zal de beide dub- 
belpunisraaklijnen t‚ en t‚, van de ruimtekromme p;, be- 
vatten; derhalve zal de doorsnee van E met ’t vlak y 
tweemaal aan C‚ raken nl. in de punten #, en //,, dus 
dubbelraaklijn zijn. Dit is dan de 28ste dubbelraaklijn, die 
wij y/ zullen noemen. 

Hiermee zijn alle 28 dubbelraaklijnen, die men, volgens 
de bekende formules van PLÜCKER, aan een algemeene 
C,‚ kan brengen aangegeven. 

OEE kan men iedere C,, zonder singuliere punten, 
opvatten als den omtrek der centrale projectie van een Os, 
waarbij het projectiecentrum op O; ligt. 

De zuiver meetkundige, bewijsmethode van GEISER in het 
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boven aangehaalde artikel vereischt echter zeer veel ken- 


nis van deze speciale zaken. 

Wij zullen ons daarom tot het volgende bepalen: 

Om het bovenstaande in analytischen vorm te brengen 
maken we gebruik van een bekende symbolische voor- 
stellings wijze. 


We geven de vergelijking van een O; door het symbool: 
(a, Haars Haars Har) =0 .. (1) 


of, verkort: di) 0, 


weven 
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De vergelijking van Os vinden wij dan door het uitwer- 
ken der vorm (1) als wij b.v. a,* a; vervangen door den 
coëfficiënt a,,3 enz. 

Zijn nu Y (y,Y2,Y3Y4) en Z (z,,25.23,2,) twee vaste 
punten in de ruimte, dan worden de coördinaten van een 
punt X, gelegen op de rechte YZ voorgesteld door: 


U, == PY HZ, 
Vz = Ya + T2Z2 
L3 =PY3 +023 tn (2) 
Ly S= PY4 + TZ4 
of ook Vj=eyj Hoes | 


Iedere waarde van Ù bepaalt dan een punt van de lijn 


YZ. Nemen wij nu het centrum P als het vaste punt Z, 

dan stelt (2) een lijn voor, gaande door het centrum. De 

beide andere snijpunten van (2) met O; vinden wij door de 

waarden van x; uit (2) in den vorm (1) te substitueeren. 

De aldus verkregen vergelijking kan men nu symbolisch 
als volgt voorstellen : 


(ea, Hoa,)(®)=0 a Ks RG), 
Ontwikkelen wij dezen vorm, volgens het binomium van 
Newton, dan geeft dit: 
poa? 3ptoa?, a, tSpo'a,a'ytotar,=0. (4) 
Daar het punt Z op O; ligt is 
dd”) —o, 


dus (4) wordt: 
p? a, J- 3po a, a, + 3ota, in deet ese (0) 


Deze vergelijking levert 2 waarden voor En de - beide 


snijpunten (buiten Z zelf) van YZ met Os. Is, in (5) zoowel 
a°, als a°,„a, nul, dan geeft (5) twee wortels os — 0, der- 
halve raakt YZ aan O, in het punt Y. Denken we Y loo- 
pend, dan ligt het op de doorsnee van O; met het qua- 
dratische oppervlak a?) a,—=0. Het laatste is dus het 
pooloppervlak van het punt Z. 
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Vatten wij, daarentegen het punt Z als loopend op en 
Y als vast punt op Os, dan stelt a, d,=0, de meetkun- 
dige plaats voor van alle rechten, die in Y aan O3 raken, 
m. a. w. het raakvlak in het punt Y aan O; wordt voor- 
gesteld door: a?,a,=—=0. Evenzoo is a,a°,=0, de ver- 
gelijking van het raakvlak aan O,, in het punt Z; waarin 
dan natuurlijk de coördinaten van het punt Y loopend ge- 
dacht moeten worden. 

De beide wortels uit (5) zullen samenvallen als de diís- 
criminant van deze vergelijking nul wordt. Noemen we, 
om verwarring te voorkomen het raakvlak aan Os in het 
punt Z: b,b,=0 dus a,a*, == bb, dan is deze dis- 
eriminant : 

K, =d (a?, a) —4a°, b, bz =O 0 


Dit is dus de voorwaarde die vervuld moet zijn als YZ 
aan O; raakt. Nemen wij het punt Y loopend, dan is (6) 
de vergelijking van den raakkegel K,, van uit Z, aan O, 
gebracht. Kiezen we het vlak y, == 0, als het projectievlak 
y,‚, dan vormt de doorsnede van (6) met dat vlak, de be- 
doelde C,. Dan is 


(a?) a„=0 
y.=0 ’ 
de kegelsnee, die we vroeger met C, aangeduid hebben; 
DAE en Rs 
En is dan de raakkromme C, en 6, be 5 stelt 


y.=0 y‚—=0 
de dubbelraaklijn #’ voor. 

In de theorie der vierdegraadskrommen wordt aangetoond, 
dat het steeds mogelijk is, om de vergelijking eener C, 
in den vorm (6) te brengen, zoodat men, bij iedere C,, een 
bijbehoorend OO, kan vinden. Hieronder hoop ik dit, aan de 
hand van een voorbeeld, nader te illustreeren; aldaar 
zullen dan tevens de eischen genoemd worden, waaraan 
O; moet voldoen, opdat een bepaalde C, gevormd worde. 

Door het juiste inzicht dat men tegenwoordig heeft in 
de ligging der 27 rechten op een O3, kan men, uit het 
bovenstaande, een groot aantal eigenschappen van de 28 
dubbelraaklijnen eener C, afleiden. Als voorbeeld hiervan 
het volgende: 
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In de theorie der derdegraadsoppervlakken leert men 
dat door ieder der 27 rechten op een O; vijf drievoudige 
raakvlakken gaan; ieder van deze snijdt O, volgens 3 
rechte lijnen. In het geheel zal men dus ee = 45 zulke 
driedubbelraakvlakken vinden, Een vlak, gebracht door 
het centrum P en een der 27 rechten bijv. g zal O, in 2 
punten R en S aanraken; immers zal dat vlak, behalve 
langs g, O; nog snijden volgens een kegelsnede a ; de pun- 
ten waarin a« de rechte g snijdt zijn dan de heide raak- 
punten R en S. De projecties van deze punten (van uit P) 
op het vlak y noemen we Ren S’, De raakpunten R en 
S liggen natuurlijk op het pooloppervlak O, van P t/o Os. 
In elk drievoudig raakvlak (bijv. het vlak 2) liggen 3 
rechten van O;, dus 6 punten R en S. Het vlak £ zal dus 
O, snijden volgens een kegelsnede, waarop de 6 punten 
R, S liggen; bovendien liggen de beide punten, waarin het 
vlak 2 de hoofdraaklijnen t‚ en t‚ snijdt, ook op deze 
kegelsnede; we zagen immers boven dat t‚ en t‚ beiden 
op Os, liggen. Projecteeren wij nu dit alles, van uit het 
centrum P, op het vlak y, dan zien wij dat de 6 punten, 
waarin de 3 dubbelraaklijnen, die de projecties van de 3 
rechten g zijn, C, aanraken, met de beide raakpunten van 
y/, op een kegelsnede liggen. leder der 28 dubbelraaklijnen 
van C, kan men als »/ kiezen, en dan het bijhehoorend 
O;, aangeven; derhalve zullen er zet —315 zulke ke- 
gelsneden bestaan; elk hiervan gaat dan door 8 raakpunten 
van 4 dubbelraaklijnen der C,. 

Tot hiertoe is stilzwijgend aangenomen dat het centrum 
P niet ligt op een der rechten van O,. Wij vragen ons nu 
‚af, wat er van C‚ wordt, als P op de rechte g, van Os, 
ligt? Het gemeenschappelijk raakvlak in het centrum P, 
aan O, en O, zal de rechte g bevatten; deze zal dus deel 
uitmaken van de ruimtekromme c,, volgens welke O; en 
O, elkaar snijden; derhalve zal p, ontaard zijn in de rechte 
g en een ruimtekromme „;, die elkaar in P snijden. Een 
van de beide hoofdraaklijnen in P is dan met g samenge- 
vallen ; de andere zal p; in P aanraken. Ieder vlak «, ge- 
bracht door g, zal O, in 2 punten, beide op g gelegen, 
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aanraken; wij noemen die punten R en S. In de theorie 
der O; leert men dat voor 2 standen van het vlak «a die 
beide punten R en S samenvallen in één punt. Wij noemen 
de beide punten, waarvoor dat gebeurt U en V ; de. bijbe- 
hoorende raakvlakken (standen van «) u en v; eindelijk 
noemen we wu’ en v/ de rechten waarlangs u en v het pro- 
jeectievlak y snijden. 

De vlakken wu en v zullen in de punten U en V zoowel 
aan Os, als aan O, raken; de snijkromme van O; en O, 
zal dus in U en V dubbelpunten hebben. Wij zien dus dat 
g en ep; elkaar in de 3 punten P, U en V snijden. De 
projectie uit P, van p;,op het vlak y is dan een C, die 
het voetpunt van g als dubbelpunt heeft; de raaklijnen in 
dat punt zijn dan w/ en /. 

Door de rechte g gaan 5 drievoudige raakvlakken, die 
tezamen 11 rechten van Os; bevatten. Deze 5 vlakken 
geven dus, met het raakvlak aan O,; in P, de 6 raaklijnen, 
van uit het-dubbelpunt, aan C,. De 16 overige rechten van 
O; geven dan, in projectie, de 16 dubbelraaklijnen van C,. 
Een bevestiging der bekende formules van Plücker. 

Ligt het centrum P in het snijpunt van 2 rechten g en 
g', op O;, dan zal de ruimtekromme pe, ontaarden in g en 
g’, benevens een p,, die g en g’ snijdt in de 4 punten U,, 
V‚, Us, Vs. In het algemeen gaat ep, niet door het punt P. 
Projecteeren we nu de ruimtekromme „, vanuit P, op y,- 
dan ontstaat er een C,, die de voetpunten van g en g’ tot 
dubbelpurten heeft. Het raakvlak E in P, aan O;, gaat 
door de verbindingslijn dier dubbelpunten. Door ieder der 
beide rechten g en g’, gaan (behalve E) 4 drievoudige 
raakvlakken «,‚, «,, «3, «4 (resp. a’,, «5, 4/3, a/,). Deze 
geven, als doorsneden met het vlak y, de tweemaal vier 
raaklijnen, die men, van uit beide dubbelpunten aan C, 
kan trekken. De 8 rechten van O,, die niet in een der 
vlakken E,‚ a... a, 4’,...-o’, liggen, geven dan, als 
projecties op het vlak y, de 8 dubbelraaklijnen van C,. 

Voorbeeld: 

Wij zullen nu een O; zoeken dat, op bovenomschreven 
wijze behoort bij de kromme: 

C,=y Ya (yi? — Ys) By 2 — yet — 43) =O. (1) 

Het projectievlak , waarin C,ligtisy,=—=0; als centrum 
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P kiezen wij het punt (0, 0, 1, 1). C, heeft 2 dubbelpunten 
(1, 1,0) en (Ll, —1, 0); de lijn die deze punten verbindt, 
en die we hierboven »/ noemden, wordt voorgesteld door 
ys—=0. Verder stelt y, (y,° —ys°)=0, de raakkromme C,, 
van C,, voor; eindelijk is y,? —y,? — 4y;” =0, de kegel- 
snede C,, die gaat door de beide dubbelpunten van C,en 
door de 6 punten waarin C; en C, elkaar aanraken. 

De eischen, waaraan we O, laten voldoen, zijn: 

le. OQ, moet het vlak y=yz —=0 snijden volgens de kromme 

Cs=y: (y1° — Yr") =O. 
2e. Oz moet gaan door P(O,O, 1, 1), en in dat punt het vlak 
(Py!) == ys —Y4 =O, tot raakvlak hebben. 
3e. Het pooloppervlak O, van het punt P t/o O, moet het 
vlak y‚==0 snijden volgens de kegelsnede 
Cs =yi — Ye — dys? = 

Aan deze eischen wordt voldaan door ieder oppervlak 
van een net. Elk oppervlak van dat net brengt dan een 
C,‚ van een krommenbundel voort. Tot dezen bundel be- 
hoort de C, gegeven door (1). 

Deze C‚ kan dus beschouwd worden als omtrek der 
centrale projectie van elk oppervlak van een oppervlak- 
kensysteem uit het net. 

Alle O,, die aan de eerste eisch voldoen, kon men voor- 
stellen door de vergelijking : 

Os =yi Pt Ayiyrt —Y2") =O, « « - (B) 
waarin : 
Pd: Yi H Aen Ya Hoet ass YP Har Yr Ya He 
+ 2as4 93 Y4 =O. 
Gaat nu O, door RB(O,0,1,1), dan moet: 


B Assh A44 H2a34 =0, « < . . « - (9) 
zijn. 
Het pooloppervlak van P t/o O; is nu: | 
Osy y, HeotysPy,=0, -« - « 10) 
waarin 0) beteekent 4 


De doorsnede van O, met y, =0, moet nu de kegelsnede 
C, ==? — ys? —4yz? =0, zijn. Daaruit volgt, in verband 
met (9): 
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ome (yi ya Aya) ya laas Va hr Ár AL 
H2a,4 yr +2ass gel (11) 
Laten wij nu nog het vlak y; — y‚ 0, raakvlak in P 
worden, dan gaat p over in: 
p= (yr — Ys? — Aya) Hye le ya HA yah (12) 
waarin a,, vervangen is door gu. | 
Het bovenbedoelde O‚-net is dus: 
Os-net= ys (y1° — Ya? — 4ya°) + ya° lg, H(A — 2) Y3l + 
he | + Ay, (y1° — 92°) =O (13) 
Voor de krommen C,, C; en de rechte y’ volgt uit (13): 


Cor (yi? — ya? —4y52) =O en … … « « (14) 
y= Ar tedy;=0. nn « « (15) 
Cs == yiy u) 0 EE 


In verband met (6) vinden we voor den C,‚-bundel: 
C‚-bundel= xr? (y,? — ya? — Aya) H 4Ay, (yi ° —Y2°) 

Ar Hu) ys=0; (11) 
hierin is dan de de verhouding van x? en 4À (4x + u) de 
parameter van den bundel. Nemen we de parameter- 
waarde zóó, dat: 

„3 == 32 (4 Fa) os EG) 
is, dan nemen we uit (17) de C,‚ gegeven door (1): 
De gegeven C, wordt dus voortgebracht door alle oppervlakken, 
die wit het net (13) gelicht worden door de betrekking (18). 
Zooals te verwachten was is het punt P snijpunt van 2 
rechten, die liggen op alle O; van (18); dit zijn de lijnen 


Ys Ya =O (Ys — Ya =O 
ydy,=0 CL Uy,—y,=0 
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Demonstration nouvelle du theorême Ruffini-Abel-Galois 


PAR 
Dr. A. KEMPE (La Haye). 


En 1799 Poro RUFFINI publia un travail en deux volu- 
mes intitulé: Zeoria generale delle equazioni in cui se demostra 
impossibile la soluzione algebraica delle eqwazioni di grade 
superiore al quarto. Bologna 1799. 

En 1824 NIELS HENRIC ABEL, ignorant le travail de RUrF- 
FINI, publia un mémoire en norvégien, traduit par CRELLE 
en allemand et inserré dans son journal en 1826, qui dé- 
montrait la même théorie. 

En 1829 EvARISTE GALOIS laissait un testament scientifi- 
que à son ami Chevalier, dans lequel il emplifiait la théorie 
des substitutions, dont les principes étaient déjà posées par 
RUFFINI et par ce moijen il démontrait la même chose. 

La théorie de RurFriNt, on la jugeait imparfaitement 
persuiasive; celle d'ABEL, on la trouvait compliquée et 
obscure tant, que HAMILTON déclarait: „it renders it difficult 
to judge of the validity of his subsequent reasoning.” 
(Pierpont, voyez après). 

Celle de GALOIS, écrite à la hâte et le soir avant sa mort, 
est restée dans loublie bien des années, par ce qu’on la 
trouvait incompréhensible, Ee 1846, où Liouvillel'inserrait 
dans son journal. 

Dés lors on c'est beaucoup occupé de la théorie des 
substitutions et plusieurs ouvrages en ont traité en long 
et en large (Jordan, Betti, Kronecker etc.) 

Quelques livres renommés d'Algèbre (Serret, Kronecker, 
Petersen) reproduisent les démonstrations des innovateurs 
en donnant des éclaircissements mais — j'ose le dire — 
le théorème n'est pas encore à la porteé de tout le monde 
mathématigue. 

En 1895 JAMES PIERPONT dans le Bulletin of the American 
Mathematic Society publia un mémoire intitulé: on the 
Fuffini-Abelian theorem, dans lequel il expose ses objections 
contre les innovateurs du théorème et leurs explicateurs 
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et se propose de donner une démonstration du fameux 
théorème courte et lucide. 

Certainement la démonstration elle-même est courte; 
sans compter les extensions que l'auteur ajugé nécessaire 
de donner par rapport à RUFFINI et à KRONECKER, elle 
occupe douze pages d'imprimerie moyenne, mais on peut 
juger différemment de la clarté qu'elle doit répandre. 

C'est que toutes les démonstrations s'appuient sur a 
formule probable — mettons très probable — que prendra la 
racine d'une équation supérieure générale, modelée sur 
celles des èquations du 3 et 4ième degré, Car personne n’a 
jamais vu la formule de la racine p. e. de l'équation du 5 
ou 6ième degré et c'est pour cette raison que la démon- 
stration est de caractère nébuleuse et infiniment difficile 
à suivre, ce qui me fit dire, qu’elle n'est pas encore 
à la portée de tout le monde mathématique. Il s’en suit 
que: le point de départ étant probable, le résultat n’est 
exempt de probabilité. 

Dans ce qui suit je tâcherai de démontrer le même 
théorème partant comme eux des équations du 3 et 4ième 
degré, mais m'appuiant sur les solutions connues elles-mêmes 
de ces deux équations et non sur la formule drrationale 
connue où aboutissent ces solutions. Je me flatte que la 
démonstration est plus simple et plus claire que celle qui 
existe, en ayant la même probabilité. 

Soit pla) ==! Jar? dhr FL) FE 
posons x= (ZH Mm) — 7 


m étant une quantité auxiliaire à disposition. Alors (1) 
devient: 


2 
25 -m? FBme— BHD) (em) +0 (—)=0 NE) 
Quand on dispose de m tel que 


a 
Zing 


’équation (2) sera: 
zeg (-2)=o: kje 


équation du 2ième degré en z°, une résolution connue. 
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Soit e (@) = xt + av? Ae 1E hee ON de en) isd (2 

mettons #=—=(z + m) — Ì_ Yéquation (4) changera en: 
a 4 mt + (Amz— jat + b) (24m) (Ha? — babe) (zd-m)— 
— 2m tel 6 


Quand on dispose de m tel que 4mz — 3 a°+b=0et qu'on 
suppose 


Ve Olt den de (DG) 
Y'équation (5) sera: 


Bn) rijen: 


équation du 2ième degré en z*. 

Maintenant puisque (5a) en général n’existe pas dans la 
donnée (4), il faut ly introduire, ee qu'on fait en mettant 
en (4) # =y Jp, ce qui la réduit à: 


et (lk) (Clant) 
(etn te) „+ (@ p*ap*Hbp*Hep Hd 


En )=0 a) 


dans laquelle p est une quantité auxiliaire à disposition. 
Disposant maintenant de p tel que 


sai —la bj de =0 1. - (5b) 
Péquation (4a) ou: 
Wenne Oreel Aje 0 ove (00) 
et en mettant 


devient une équation en & semblable à (5) mais dont 
les m, a, b et c sont accentués On peut y appliquer le 
même raisonnement ie fit (6) de (4) car 
54’ 8 Jab, Elten rens aheeneer (OD) 
Mais puisqui (5b) veut dire: 
Ap — a)° —4(4p + a) (6p? + 3ap + b) + 
+ 8(4p° H-3ap? + Up e)=0 (1) 

il faut calculer p de (7) et le transporter en (5c). 

Dans ce calcul p s'éclipse totalement et on ne retient 
que a® — 4ab + 8c =O ce qui est (Da) ou en d'autres termes: 
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on ne peut pas introduire (5a) en (4), ilfaut que (4) ait déjà 
cette rélation entre ses coöfficients étant donnée, c. a. d. 
L'équation du Lième degré ne peut pas être résolue à la facon 
de celle du Sième degré. 

Passons à l'équation du 5ième degré. Nous trouverons les 
mêmes obstacles, mais agrandies. Prenons: 


(ae) ==? + det + be? Her? +daetf=0. . (8) 
et mettons | 


a 
e= (2 +- Mm) — 5 
nous trouverons : 


zo ham Ome Ba? HD) m)t + 
b 

tar SE de) Hm)? + (bmtatir at tab — 

—hactd (atm tel5)=0 (9 


Si on met 5mz— fa +b=0 et que nous supposons: 
sat —Èabte=0Oettaf—35 a? b + 256 +50ac—125d=0 (Da) 
(la dernière de (9a) on la retient en posant pour 5m?z? sa 
valeur résultant de 5mz ==? a? — b), Y’équation (9) change en: 

Dared 5 
25 + (5e an) ah (225) =O EER 10 
équation du 2ième degré en z?. 

Mais puisqu’ en général léquation (8) ne contient pas ces 
rélations (9a) il faut les y introduire. Pour cette introduc- 
tion il faut mettre en (8) & =y? + py +r, petr étant deux 
quantités auxilaires à disposition, parce qu’il faut suffire à 
deux conditions et que par #=py + ron ne réussirait pas, 
py pouvant être remplacés par &, done @=ë&Jr ce qui 
serait une seule auxiliaire 7» pour deux conditions (9d). 
Cependant quand on remplace en (8) x par y? + py tr 
elle monte du degré de 5 à 10 ee qui empêche naturelle- 
ment de prolonger le calcul. 

Il faut done répéter ce que nous avons dit de l'équation 
du 4ième degré: Véquation du Aitme degré n'est pas résoluble 
de cette manière. 

Puisqu’'une équation du 3ième degré n'a besoin d’aucune 
condition pour sa solution, celle du 4ième degré d'une 
seule condition, celle du 5ième degré de deux, on congoit 
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aisément que celle du b6ième degré en demande trois, 
etc. celle du nième degré n —8 conditions pour la ré- 
duire à 


n Dern Hafs es 5 
Zr (Ees (B)aro le 
posant (p‚, s et f sont connus): 
m=latm)e 


(le terme avec + seulement en cas que n est pair). De 
résolution pour „”)3 il n'est done plus question à cause 
des conditions nécessaires. 

Nous pouvons done nous borner à ceci et dire: 
__La méthode connue, qui résôut léguation du 3'ème degré, ne 
résôut aucune autre; elle est un cas spécial de la résolution 
générale, qui ne peut pas se faire. 


Rappelons maintenant la solution connue de lY'équation 
du 4ième degré, 
DOI ol) nt Hans Jb? dead d=0... (11). 


2 
Divisant (11) par #? et supposant (5) — d. (12), on retient: 


7 GEEL 
nhaatbtet(e) Xya=0… (13) 
Cc Gn Ee 4 
Posant and =t ou Bren Me 
\ A DORIEN ELO 
done « + (£) OT 7 


2 
Péquation (13) devient : (2 ) — 4 Hz b=0 éguation du 
Zième degré. 

Quoique (11) n'ait pas la rélation (12), on peut pourtant 
Py introduire, car mettant en (11) #=y + p, p étant une 
auxiliaire à disposition, (11) devient: 

4 a 6p° J- 3a DN 
ns 
| 
Ap*+3ap*J-2p te p'ap? op? teptd 
RR en y + EN IEEE RE 
1 | 


) =o 4) 


Disposons maintenant de p tel que en ) ‘=d, on retient: 
1 


04 

4p3 + Zap? + 2 c\? And 
(Ene) =pthaptipttetd «0 (B 
équation du 3ième degré résoluble par rapport à (11) comme 
nous avons démontré auparavant. Une des trois valeurs 
quelconque de (15) — on choisira naturellement la plus 
commode — change (14) en y' +a,y? + by? + Ccytd,=0 


2 
résoluble comme (11), car maintenant (G) =d. 
1 


Quand on veut appliquer cette solution à Yéquation du 
3ième degré, on trouvera des difficultés insurmontables. 
Car prenons: 

p()=art Jax? +bete=0... (16). 

Pour la réduire à une équation du 2ième degré il faut 

supposer 


b\3 
1x (a) Ee) 
L'équation (16) devient alors: 
b 3 
3 2 Ln ee 
no Haatdbet(s) =0 ... (8) 
Divisant par xt et posant 
au? 4 br” tz ou abad 


0 b dn, Hee ee 
donc. : 2 + GG) KLE nn 
Yéquation (18) devient: 
(2) _ ls (b r Oet 
G)-lslG)-ijz=0 ou zet 


réduction par laquelle une équation du 3ième degré est 
reduite à une du 2ième degré. 


Malheureusement il n'est pas possible d'introduire (17) 
en (16), car posant #=y + p en (16), elle devient: 


VIET Ee Jk (Get) y 


GELEDEN 


C, 


(19). 


3 
Disposant de p tel que 1 X 5) =C, CG. a. d. 
1 
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on retient une équation en p qui, après simplification, est 
du 3ième degré, done sans usage pour la résolution de 
(16). L'équation du Bième degré n'est donc pas résoluble à la 
facon de celle du 4ième degré. 

Quel est maintenant le résultat de cette solution appliquée 
à une équation du 5ième degré? 

Doit plr)=° Jant + ba? Jen? Hdetf=0. . . (20) 

Supposons: a X (5) =a et 1 X Es ef 91 

: 8 EN nde dll) 

la réduction de (20) est la suivante: Introduisant (21) en 
(20) et divisant par x 2 on retient: 


5 
afhaal that + oa trax (jet + (£) 1022) 
et posant maintenant bac? Let zou x? je Rs Á 


donc. : ax? a x(£) eta x (5) — ee 5 


se) (2 É EE) dc 4 
ait(5) et (5) —5xj (5) 7 5 
CA 
on retient de (22): —10x(5) X 
es 2E HE Gn il 
Oee: pxl) EAR 
| Ee 0 
doncz=Oet(£) en ( D ard | / (5) L D? BERDE BR) 
équation du 4ième degré mais en forme du 2ième. 
__Malheureusement encore: on ne peut faire cette réduc- 
tion, car les deux rélations (21) n'étant en général jamais 
en (20), il faudrait les y introduire par quantités auxiliaires 
en disposition et parceque elles sont. en nombre de deux, 
il faut deux auxiliaires p et r c. a. d. une substitution en 
(20) de #=y? + py tr et comme nous avons dit, traitant 
‚de l'équation du 3ième degré, cette substitution ferait de 
(20) une équation compléte du 10iëme degré en y. Ca ne 
va done pas. 
Remarquons ici que 1°, par leurs structures une équation 
sian ie =S _n —1 rélations entre ses 
coëfficients, tandis qu'une équation du degré 2n +1 exige 


6 
2 RA: id Id Id id 
Etn rélations, ainsi que pour une équation du 


du degré 2n exige 


00 


6ième degré il faudrait deux, pour une du 7ième degré trois 
rélations etc. | 
Que 2°. les puissances du quotiënt des coöfficients dans 
ces rélations sont successivement : dans les équations paires 
2, 3, 4, 5 etc. dans les impaires 3, 5, 7 etc. tout à fait com- 
mandée par cette loi simple et belle dont les équations suivan- 
tes donnent mieu l'idée, que tout verbiage peut exprimer. 
Pour léguation du degré 2n, p. e.: 


xs Hart Hb? Her? +dzet + fn? + ge? + haet k=0, 


les relations nécessaires sont: 


f EA f Sa f Hi 
vox E)g ax (ijn et ed =k 
pour l'équation du dégré 2n +1, p. e. 
Bret Alor tn 


les relations nécessaires ie 
px (8 )=f a Xx fe Eg et x(d) ssh, 


Qui 83°. Si on pourrait introduire ces rélations, les équa- 
tions du degré 2n on pourrait les réduire à une équation 
du degré n et les équations du degré 2n +1 à une du 
degré 2n de forme 


PN ar thgdnTt, pr? +r=0 
qui par #? =& donnerait une réduction rémarguable abré- 
géant bien le calcul des racines. 

Mais pour revenir à nos équations; puisque celle du 
Dime degré est irréductible à cause de ses deux relations, 
it n'est plus question de reducibilité pour celles du 6:ême etc. 
degré, qui exigent deux, trois, ete. relations. Donc on 
peut dire. 

La méthode connue, qui résout Véquation du Aème degré, ne 
résout aucune autre; elle est un cas special de la résolution 
générale, qui ne puit pas se faire. 


Dans ce qui préeéda, j'ai tâché de démontrer le fameux 
théorême de Ruffini-Abel. Ils ont démontré que jamais à 
la facon qu’on calculât la racine de l'équation du 8 et 
4ième degré, (savoir par fonetion irrationnelle des coëfficients 
de la donnée) on ne réuissirait à calculer la racine d'une 
Equation du degre ) 4. 
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J'ai démontré, moi, que jamais à la facon qu'on résoût 
’équation du 3 et 4ième degré, on réussirait à résoudre 
Yéguation du degré) 4. 

Nos points de départs sont les mêmes équations du 3 et 
4ième degré et il faut que ca soit, puisque ni eux ont vu 
la fonction ou forme de la racine de Y'équation du degré > 4, 
ni moi la solution elle-même de cette équation et c’est en 
ceci que nous deux, eux et moi, nous: entrons dans le 
domaine de la probabilité, eux quant à la forme du résultat, 
moi quant dà la solution-même pour parvenir à ce résultat. 

Car quand j'ai tâché de généraliser pour toute équation 
supérieure deux méthodes. connues de résolution du 3 et 
Aième degré, montrant que ces solutions ne sont que des 
simplifications du cas général, qui est insoluble, ca n'em- 
pêche pas qu'un autre par des voies différentes pour- 
rait peut-être parvenir à la résolution complète de l'équation 
daat l....p=0, et c'est en ce sens, que je dis: 
d'entrer avec eux dans le domaine de la probabilité. 

D'ailleurs il est absolument indifférent quelle solution on 
prend pour point de départ, pourvue qu’ on puisse la géné- 
raliser. | 

Est ce que la différence entre nos méthodes ne 
consiste-t-elle pas principalement en cela, que nos chemins 
sont les mêmes, mais pris en sens inverse et que peut-être 
le leur est plus pénible à suivre que le mien ? 

Il me semble que le dernier mot par rapport à la 
_démonstration rigoureuse du fameux théorême n’est pas 
encore dit, si jamais il sera dit, l'idée de solution purement 
algébrique restant invariable. 


Quadrangle complet et triangle associé; 


PAR 
J. NEUBERG (Liége). 


Bien que le présent travail ne contienne rien d'absolu- 
ment nouveau, il pourra cependant offrir un certain intérêt 
comme vulgarisant des développements dus à Gauss, Moe- 
bius, von Staudt, Darboux, etc. 

Wiskundig Tijdschrift, 16e Jaargang. fi 
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1. Quadrangle plan. 


1. Soient A, B, C, D quatre points coplanaires dont trois 
ne sont pas en ligne droite. En les joignant deux à deux 
par des droites on forme un gqwadrangle complet dont A, B, 
C, D sont les sommets et qui a trois couples de côtés op- 
posés: 

(BE =a, AD =a!), (CAs=b, BDs==b), (ADE: 

J'ai appelé triangle associé au quadrangle complet ABCD +) 
le triangle dont les côtés ont pour valeurs numériques les 
produits aa’, bb’, cc/ des côtés opposés du quadrangle ; laire 
e de ce triangle a pour expression | 

IV (aa! + Db’ + ec!) (— aa! + Db’ + ec?) X 
X (aa — bl’ + cf) (aa? + Db’ — ec}. 

L'existence du triangle associé ressortira de ce qui suit. 

2. Soient A‚,‚B‚,C, les projections orthogonales de D_ 
sur les côtés BCO, CA, AB du triangle ABC, et désignons 
par a,,b;,e, les côtés B‚C,C,A,,A,B, du triangle podaire 
A,B‚C, de D par rapport au triangle ABC. 

AD étant un diamètre du cercle circonscrit au triangle 
DB,C,, on a 


Or ADS B, DC, =a’ sin BAC=aa':2Rj . « (1) 
et par analogie A 
bbb :2Rj Ci =CU RT en 


pourvu que l'on représente par RR, R‚, R‚ les rayons 


des cercles circonserits aux triangles ABC, BCD, CDA. DAB. 
On eonelut de là que le triangle podaire de l'un quelconque 
des sommets d'un quadrangle complet par rapport au triangle 
des trois autres sommets est semblabdle au triangle associë. °) 
De plus, si c,,04, 0,74 sont les aires des triangles podai- 


1) Traité de Geometrie par Rouché et de Comberousse, Te édition 
(1900), t‚ I, p. 465. Darboux avait déjà antérieurement proposé 
la dénomination de triangle adjoint, cireonstance dont je n'ai eu 
connaissance qu’assez récemment, 

2) Si ABDC est un quadrilatère eycelique convexe, on a encore 
les égalités (1) et (2); mais les points A, B,, C, étant colli- 
néaires (droite de Simson), on a BC, =B A, + A,C,, d'où Von 
eonclut légalité aa’ = bb’ + ec’ (théorème de Ptolémée). 

Pour abréger je ne considérerai plus dans la suite le cas où 
les sommets du quadrangle ABCD sont concycliques. 


2, 


res de À par rapport au triangle BCD, de B par rapport 
au triangle CDA, etc. on a 
e= Rigo Rijp Ro, = Reg. 

3. Etant donnée une figure p composée des droites et 
des plans qui joignent des points donnés A,B,C,... deux 
à deux ou trois à trois, soient sur les droites qui unissent 
ces points à un même point O les points A, B,, C, … 
satisfaisant aux égalités 

BRROATOBTOB SOC OC RT He 4, 
où w est une constante quelconque. Appelons p, la figure 
composée des droites et des plans joignant les points A;,, 
B, C,... deux à deux ou trois à trois. Je dirai que les 
figures pv et op, se correspondent dans la semi-inversion 
(O,u) °). Si w varie, la figure p, reste toujours sembable 
à elle-mÔme. 

Cela posé, désignons maintenant par A,,‚B,,C, les points 
de rencontre de la circonférence ABC avec les droites DA, 
DB, DB, et soit gj la puissance de cette circonférence par 
rapport au point D. Les côtés du triangle A,‚B‚C, étant 
représentées par a,, bj, C‚‚, on a 

Dn DD 0 OBD EN 
es BTOE FDO DB Tbo” 
il en résulte 


er Mg er ed 
nm be eers CR MERA dst R 6) 


Par conséquent, les semi-iuverses des triangles de trois 
sommets d'un quadrangle complet par rapport au quatrième 
sommet pris pour pôle sont semblabes au triangle associé. 

Des égalités (3) on conclut 

A,B,C Ole 

is) @) 
Les triangles ABC, A,‚B‚C, étant inscrits au même cercle, 
on a 


ABC __ abe 
ARB Ore dbi 017 
3) Ce terme est préférable à celui de projection antiparallèle 
que j'avais proposé avec G. Tarry. 
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d'où en remplacant a,,b,,c, par leurs valeurs tirées des 
relations (3) 
ABC __a°b’?c’* (5) 
ABO RR 

En multipliant membre à membre les équations (4) et (5) 

on obtient ABC == ue. Donec 

e= ISS Haa Sb HeSa |) 
où SSS Sg représentent les aires des triangles BCD, 
CDA, DAB, ABC, et u, uy, wo pj les puissances des cir- 
conférences circonscrites à ces triangles respectivement 
par rapport aux points A, B, C, D. 

4, Soient A, B, C,, D, les transformés des sommets 
A, B, C, D d’un quadrangle complet dans une semi-inver- 
sion (O, u). On a les égalités 

A Dr OAT OA OAN CD noe 

AB: OB +0B.04: OA. OB CDR 
doù l'on déduit 
Abs Dt (18 _A,C,-BiDr ADD 

AB.CD < 0A.0B,0C.O0D = AC: BDS ARE 

Par conséquent, si l'on soumet à une semi-inversion un qua- 
drangle complet, le triangle associé reste toujours semblable 
à lui-même. 

5. Sur le côté AB d’un quadrangle complet ABCD con- 
struisons un triangle ABO directement semblable à ADC. 
Nous aurons d’abord 

OA A Beer B Ce. 
A0 AD OD: Sn 

De la première de ces proportions et de l'égalité évidente 
des triangles OAC, BAD on conclut que les triangles OAC, 
BAD sont semblables; par suite 

p= Ap doit O0 Z. 
Les valeurs des côtés du triangle OBC étant 


BC =a, 00=, OB=E, 
on voit que OBC est semblable au triangle associé. °) 


1), Ces relations sont dues à von Staudt (Journal de Crelle, t. 
57, p. 88). 

2) Le no. 5 est emprunté au Zraité de Géométrie par Rouché 
et de Comberousse, Te édition, t I, p. 158. 
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6. On peut encore établir la notion du triangle associé 
‚par la méthode des Mguipollences; ce procédé se rapproche 
beaucoup de celui qui a servi à Gauss !) et à Moebius. 2) 
Ox étant un axe quelconque du plan ABCD, designons 
par 2, 22, 23, 24 les vecteurs OA, OB, OC, OD et posons 
Uy Zi A Z3Zar U SZiZg FH 22Z4p U3 SAE H2223) 
nons aurons 
Ug —Ug= (Zi — Zo) (23 — 24); 
Uz — Uy = (2 — 23) (24 — 23), 
U, —Uz == (Zi — &4) (22 — 23). 


Par suite 
(ZiZa) (23 ZHZ, — 23) (2420) H(21—Z4) (22-239) =O … (6) 
Or 2, —z2z, = BA, 23 — 2, = DC... ; done l'équipollence 
(6) revient à 


RDD AGB ADEBO == 0 0.70 (1) 


Les trois termes de Yégalité (7) correspondent à trois 
vecteurs qui sont équipollents aux côtés d'un même triangle 
C,B,A,; leurs modules sont égaux aux produits cc’, bb’, 
aa’ des côtés opposés du quadrangle complet ABCD. 

Nous allons chercher les angles du triangle C,B,‚A, en 
fonction des angles des côtés du quadrangle ABCD. A cet 
effet, représentons par inc. MN linclinaison du vecteur MN 
sur l'axe Ox; c'est langle dont il faut faire tourner Ox 
autour de OQ pour l'amener sur une parallele OP à MN. 
Elle sera positive ou négative suivant que le mouvement 
de rotation se fait dans un certain sens ou dans le sens 
contraire, On convient aussi qu’on peut augmenter ou 
diminuer un angle qui entre dans une relation, d'un nombre 
d'angles droits qui soit multiple de 4. D'après cela 
inc. MN = —inc.NM et langle de deux droites MN, M’N’ 
est donné par la formule 

angle (MN, MN”) = inc . M/N’ — inc. MN, 

Cela posé, les inclinaisons des termes de légalité (7), 

c'est-à-dire celles des vecteurs B‚A,, A‚,C,, C,B, sont 


respectivement égales à 
inc. AB + ine. CD, inc. AC + inc. DB, inc. AD + inc. BO. 


1) Gesammelte Werke, VIII (Nachlass), p. 307. 
2) Gesammelte Werke, VII, pag. 191. 
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Par suite 
angle (B‚A,, AC) =inc. AC, — inc. B,A, 

—= ine. AC + inc DB — inc. AB — inc . CD 
= (inc. AC—inc. AB)+(inc . DB—inc . CD) 
— angle (AB, AC) + angle (CD, DB). 

On a des expressions analogues pour les angles (A‚,C,, 
C,B,), (C,B,, B‚A,); les valeurs absolues de ces angles 
sont les angles extérieurs du triangle C,B,Â, ou les 
suppléments des angles C‚, B, A, de ce triangle. 

Le triangle associé donne immédiatement quelques for- 
mules relatives au quadrangle complet, telles que … 

ata? =b°b? + e°/? —2bl'ee’ cos Aj, 
aa! =bb’ eos C, + ec’ cos B. 

6. Pour plus de facilité designons maintenant par Á,, 
As, A3, A4 les sommets d'un quadrangle complet, et con- 
venons de n'écrire que la première ligne d’un déterminant 
dont les autres ont une composition analogue. 

Soient @,, y‚ les coordonnées de A, par rapport à deux 
axes rectangulaires Ox, Oy et posons 

Ali t yi Ari 
A'=|l == 20 Mit Uil 

En effectuant par lignes la multiplication des déter- 

minants A, A/ et faisant A‚„ A, = ds = dr, on obtient 
0 det dt dt 


d 
AAS det-dents Onda 
datde ordt ed 
Si l'on pose encore d,, dz, —=a; dis des =l, dis daz ==, 
le développement du déterminant (9) donne 
AA=at Bit 02E A NE 
Comme «, £,y sont les produits des côtés opposés du qua: 
drangle complet A,‚A,AzA,, le second membre de (10) est 
égal à moins 16 fois le carré de laire e du triangle associé. 
D'ailleurs- A’=—4\; done A? ==4e? et nous pouvons 
supposer A = 2e. 
Le déterminant (8) admet desinterprétations très curieures. 
Représentons par S,,S, S,, S, les aires des triacgles 
A,AzA,, A;A,A,, A/A/A), A,AoAg, ces aires étant soumis- 
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es à la règle des signes. Soit aussi u, la puissance du 
sommet A, par rapport à la eirconférence passant par les 
trois autres sommets du quadrangle. Si l'on considère pour 
un moment x,y, comme des coordonnées courantes, 'équa- 
tion A =0 représente la circonférence A;,AszA,; on en 
conclut que le déterminant (8) est égal à 2u,S,. En inter- 
prétant de. même A après des BEOS circulaires 
des lignes on voit que 
ES UID =T U2O3 =UZI3 ST HIO4 Je 

Le développement du déterminant (8) donne 
Be A—=O0A?.S, — OA?,.S; + OA? Ss — OA*,.S,-.(11) 

Dans cette équation, O qui est un point quelconque du 
plan A‚As,AszA, peut être remplacé par un point quelcon- 
gue O’ de l'espace; car si on élève en O sur le plan 
A,A,AzA, une perpendiculaire OO’==z, on a aussi 

A=le?;, +y?, +2, y, 1 
Comme on a également 
nente Rr Ye k| 
on peut remplacer dans la relation (11) les quantités_ 
OA?,, OA*,, OA?,, OAT, 

par les puissances d'un point queleonque O’ par rapport 
à quatre sphères décrites des centres A, As, A5, A4 avec 
un même rayon arbitraire R. °) 

Soit A’, A’, A’; A’, un recond quadrangle complet, situé 
dans le plan A‚A,A3A,. Les coordonnées de A’‚ étant 
ps Yp, multiplions le déterminant (8) par le déterminant 

Atm tst, 
ce qui donne 
Denda Ee Ier 
D?,, D?,, Ds D°,, 
D?., D?,, D?s; Ds, 
D?,, D?,, D°,; DE 


AA = 


1) On tient iei compte des signes des quantités u et S. 

2) Bibliographie. Yaure, AN ouvelles Annales de EM Shahi ves. 
1865, p. 78. Antomari, Journal de Bourget, 1882, p. 217. 

Luchterhand, Journal de Crelle, t‚ XXIII. 

Neuberg, Mathesis, 1883, p. 29. 
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où D= A, A’ On a ainsi une expression du produit des 
aires e,e/ des triangles associés de deux quandrangles com- 
plets coplanaires en fonction des distances mutuelles des 
sommets de ces quadrangles; car AA” =— der’. 

1. Les notations restant les mêmes, désignons par S’, 
Yaire du triangle antipodaire du sommet A, par rapport au 
triangle des trois autres sommets du quadrangle A,‚A,AsÂ, 

Les équations des perpendiculaires élevées en A‚,A,Ag 
respectivement sur les droites A,A,, A,A,, As, sont 

YY) Ys Yi) Hr) (es — 1) =O, 
YY) Ya — Ya) H(A — A3) (24 — 2) =O, 
(y— Ya) Ya — Y3) H ( — 3) (4 — 3) =Ô. 

Le déterminant des coefficients de x,y et des termes 

indépendants de ces équations est: 


LAUDE Ten 
A=| LTL Ya TT Ya Pae TT P2a î 
Ly L3' Yar Ys Pars 
OÙ ops =D Ls Yr Ys Si Aj, An, Ag SONt les mineurs du déter- 
minant A relatifs à la troisiême colonne, on a, d'après une 
formule connue, 


A? 
/ 
AT Daha 
Or 
0 0 1 | Tr DEN 
Aj=| Ba D2 Ya Yr U I= 5e ik Ì — 25, 
Ly-U3 Ya Y3 | | | Ë k 


et par analogie A, =2S,, As =2$S; Pour transformer le 
déterminant A remarguons que 


0 0 0 1 
ENGE Nii Yi Yr s Lidia TA 
vi Varia Uere PaartPaa en 


Oss Ya Ya Pas-Paa TÎ 
Ajoutons maintenant aux deux premières colonnes la 
quatrième multipliée respectivement. par «, et y,‚ ; chan- 
geons les signes des trois dernières lignes et ajoutons à la 
troisième colonne les deux premières multipliées respec- 
tivement par — x, et — y‚. Nous trouvons ainsi: 


Ls Ya  Paa 

Li Va P11 

L2 Ya Pz22 

gn ds 288 
Par conséquent 


_—_ A= 


en en en 
| 
De 
| 
LN) 
C 


ce? 


DEES: 
d'où l'on conclut 
Sd ee ef 
EN Ao aes nr 2702) 


Dans Educational Times, 1907, p. 446, M. Bateman avait 
proposé de démontrer que le rapport S’,:S,. a la même 
valeur pour r=1,2,3,4. Voici la démonstration de ce 
théorème par M. Hillyer. 

Les perpendiculaires aux milieux des côtés du quadrangle 
complet A,‚A‚A;Á, econcourent trois à trois aux centres 
O,, Os, Os, O, des circonférences circonscrites aux triangles 
A AJA As, Ars. SI S/,- 95, 55 54” 
sont les aires des triangles O,0,0,, 0;0,0,, 0,0,0,, 
0,0,0;, on a 5’, =4S; done le théorème de M. Bateman 
est démontré si le rapport S”,: S,est constant. Or d'après 
un théorême connu !) les coordonnées barycentriques de 
O, par rapport au triangle O,0,0; sont proportionelles 
à celles de A, par rapport au triangle A,A,Ag si bien que 

OE ED 


II. Zétraèdre. 


8. Soient: V le volume d'un tétraêdre quelconque 
ABCD, R le rayon et O le centre de la sphère circonscrite ; 
enfin 

dr b ABe, DA=a/, DB=b, DO = Cc 
les arêtes, 


1) Les triangles A,A„A,, 0,0,0, sont orthologigues; A4, 0, 
en sont les les centres d orthologie, 
_ J'ai énoneé le théorème en question ainsi: Quatre forces paral- 
lêles en éyuiltbre qui, sont appligutes en A,, A9, A3, A, se font 
encore équilibre sì on les appligue respectivement en O ,, O5 Ore 
Je n’ai pu prendre connaissance d'une démonstration aualytique 
du théorème de M., Bateman qui a-paru dans les Zleprint de 
Educational Times. 


106 


Une sphèêre queleonque @ passant par les sommets Á, B, 
C rencontre les arêtes DA, DB, DC en des points A, B, C, 
tels que le plan A‚B‚C, est parallêle au plan tangent à 
la sphêre ABCD en D. Le triangle A,B‚C, est dit une 
section antiparallèle du. trièdre D du tétraêdre ; si Fon désigne 
par a, b,, c‚ les côtés B‚C,, C,A,, AB, et par « la puis- 
sance de D par rapport à la sphêre @, on trouve facile- 
ment les relations & 


DA, .a/= DB, .b'= DO CSE 
Ort ed SE 
aa’ Er bb cc’ Ser a'b'c’ E ARE ee (14.) 


Appelons triangle associé au tétraèdre ABCD le triangle 
dont les côtés ont pour valeurs numériques les produits 
aa’, Db’, ct. des arêtes opposées. De légalité (14) on con- 
clut que les sections antiparallèles des quatre trièdres d'un 
tétraèdre sont semblables au triangle associé. 

Remarquons aussi qu'une semi-inversion dun tétraèdre ne 
change pas la forme des sections antiparallèles. 

9. Si la section antiparallèle A,‚B,‚C, est perpendiculaire 
en D, au diamêtre DD’ de la sphère ABCD, les triangles 
semblables DAD’, DD,A, donnent wu —=?2Rh, h designant la 
distance DD,. Soient e, €, les aires du triangle associé et 
de la section A‚B‚C,, et V, le volume du tétraèdre 
DA,B,C,; on a | 


DA, EEn de, DB, = si DG, = Zn 8 
€ 2Rh \2 
Le (po) ‚ Vi = tek, 


VaerDAi. DB DC eeh 
Nes abe a VEER 
Des trois dernières égalités on déduit 
€, 4ARh \? Eren 
Coe) RL d'où Ry: | 
expression remargquable de R qui est due à Crelle (Samm- _ 
lung mathematischer Sütze) et dont la démonstration précé- 
dente a été donnée par von Staudt (Journal de Crelle, 
t..51, p. 88). | 
10. Voiei une démonstration analytique, peut-être nou- 
velle, de la formule de Crelle. 
Désignons par A, As, As, A4, les sommets du tétraêdre 


€ 
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et par ©, Yr, Zp des coordonnées rectangulaires de A. 

Si a, £, y, R représentent les coordonnées du centre et le 

rayon de la sphêre circonscrite, on a les équations où 

m1 2,3, 4: 

Dr HYr° J 2p° — Zan, By 2yzjhat By R?=0. 
La résolution de ces quatre équations par rapport aux 

guantités «a, 8, y, a? + 2? + y? — R? donne 


Ä B EA D 
Ee Dx HO BT y= E’ ard Bey ET (15) 
où A= ei? ty dei? yal | 


B= 1e +Y Hz? #21 | 
C= le? dy? dz? ©, yl | 
D= le Hy +2 Ly, |, 
E= le, ye l | 
En éliminant ae, 6, y entre les égalités (15) on obtient 
AR?E? = A? 4 B? + C? +4DE. 
Or la multiplication des deux matrices à cinq colonnes 
et quatre lignes 
Bnei ter ver Ih 
[1 -— 2e, —-2y, 22, vi Hy dz?! 
conduit à un déterminant qui est égal à la somme des 
produits des couples de déterminants résultant de ces 
matrices par la suppression d'une colonne de même rang. 
On trouve pour cette somme 
SDE + 4A? + 4B? + 4C* +8DE ou 16R?E? 
et pour le produit des deux matrices si l'arôte A,A, est 
désignée par d‚, ou d. 
| 0 d° 2 d° 3 ds 


(16) 


der de ds O 
On a vu que le déterminant (16) est égal à 16e? et comme 
E=6V, on a bien e =6VR 


III. Qwadrangle sphériqgue complet. 

1. Soient, sur une sphère de centre O et de rayon 1, 
A,B,C,D quatre points quelconques. En les joignant deux 
à deux par des arcs de grand cercle on forme un qua- 
drangle sphérique complet qui a pour côtés opposés 
ed DA a CAD, DB=l); (AB=e, DC= Cc’). 
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Désignons par a,, ad’, bj, U’, ec, €, les eordes correspon- 
dantes BO, DA ... de la sphère O; ce sont généralement 
les arêtes d'un tétraèdre inscrit à la sphère O. Le triangle 
associé à ce tétraèdre a pour côtés 

ad’, =4sin Jasin}a, b‚b’,=4sin $bsin £b/, 
Ci 48 esin se 

Si on représente ses angles par A,,B‚,C,,onales formules *) 
sin? asin? $a’=sin? }bsin? Jb’ + sin? $csin? Jc’ 

— 2sin $bsin }b’sin esin } c"eos À,, 
sin ; a sin } a/==sin 3 b sin 4 b' cos C,‚ +sin Jc sin $c' cos B,, etc. 


Appendice. 

12. Soient: A‚‚A,,As,A,,A; les sommets d'un pentagone 
gauche complet; x,,y‚,z, des coordonnées rectangulaires 
de. A; Vi, Vs, Vo, Va, Vor les volumes des têtraedres 
A,AzA,As, AsA,AzA,,....… ces volumes étant soumis à 
la règle des signes. Le pentagone gauche jouit de quel- 
ques propriétés analogues à celles du quadrangle plan. 

a) Si gp, est la puissance du sommet A, par rapport à 
la sphère passant par les autres sommets et qu’on pose 


F=le?, +y?, +22, vi 41 2 Ll 


6T =u,V; =us Ve =usVs == ui Vs, == Ve 
b) Soit V’, le volume du tétraèdre antipodaire du sommet 
Á,„ par rapport au tétraèdre des trois autres sommets ; alors 


Nii oen eeN NEA En 


V, Vase Vat Man Ve ae ON 
Qu’il nous suffise de signaler ces propriétés. 


on a 


1) Ces formules se rencontrent dans l'article suivant : 

C. W. Baur. Das Sehnenviereck in der Hbene und auf der Kugel 
als besonderer Fall des allgemeinen Vierecks (Zeitschrift für Mathe- 
matik und Physik, t. VII (1861), p.p. 221—234), 

Voir aussi, du même auteur, un article dans le tome IV (1859) 
de la Zeitschrift, 
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Benadering van den cirkelomtrek door middel van 
het zwaartepunt van een Cirkelsegment 


DOOR 
Dr. F. SCHUB (Den Haag). 


Inleiding. 

In dit opstel worden enkele resultaten medegedeeld, die 
verkregen zijn in het tweede gedeelte van mijn verhan- 
deling: „Sur quelques formules approximatives pour la cir- 
conférence du cercle et sur la Cyclométrie de Huygens” 
(Archives Neéerlandaises Série III A, t. III, p. 1—178); uit het 
eerste gedeelte van deze verhandeling zijn de hoofdzaken in 
een vorig in dit tijdschrift verschenen opstel: „Benaderings- 
uitdrukkingen voor den cirkelomtrek” medegedeeld (Jaarg. 
10, blz. 108—116, Jaarg. 11, blz. 5—20, 81—102, Jaarg. 12, 
blz. 17—33, 111—120, 197—215). 

De methode, die we nu zullen bespreken en die aan 
Huygens ontleend is, berust op een schatting van de ligging 
van het zwaartepunt van een cirkelsegment. Op deze wijze 
kan men langs zeer elementairen weg tot benaderings- 
formules voor den cirkelomtrek geraken, die reeds een 
aanmerkelijke verbetering van de Archimedische methode 
der in- en omgeschreven veelhoeken opleveren. Evenwel 
staan deze benaderingsformules ver achter bij die, welke 
we in ons vorig opstel uit een aan Gregory ontleende 
vergelijking hebben afgeleid. Deze vergelijking zal in dit 
opstel slechts een ondergeschikte rol spelen en niet dienen 
om een benaderingsuitdrukking voor den cirkelomtrek af 
te leiden, maar alleen om onder bepaalde omstandigheden 
een reeds verkregen benaderingsuitdrukking nauwkeuriger 
en soms ook eenvoudiger te maken. 

Het nauwkeurigste in dit opstel verkregen resultaat is 
het volgende: 

Zijn p‚n en py de omtrekken van een regelmatigen ingeschre- 
ven 2n-hoek en n-hoek, dan is de omtrek van den cirkel grooter dan 

1 9 (Pan — Pn)° 
Pan TE 3 Pon — DP) 27 5 3p.n 4 2Wn 
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en kleiner dan ) 
4 Pen PD» 
p +3 5 @ DOET En 
2n 2 15 in + P» 


S 1. Rationale benaderingsuitdrukkingen voor den 
cirkelomtrek, die met behulp van de vergelijking 
van (Gregory herleidbaar zijn. 


1. Invloed der omvorming op de nauwkeurigheid. Evenals 
ons vorig opstel handelt ook dit opstel over benaderings- 
uitdrukkingen (voor den cirkelomtrek), die de volgende 


gedaante hebben : 
Pa 
paf (5) ne 
waarin p,, en p„ de omtrekken van den regelmatigen 
ingeschreven 2n-hoek en n-hoek voorstellen. Daar we weer 
verlangen, dat deze benaderingsuitdrukking bij de limiet 
voor n==oo aan den cirkelomtrek gelijk wordt, moet f(1) =1 
zijn. Verder bepalen we ons (evenals in ons vorig opstel) 
tot rationale benaderingsuitdrukkingen, waarbij f een rati- 
onale functie is. 
Nu hebben we in ons vorig opstel (zie $ 1, n°. 3) de 
volgende vergelijking leeren kennen ; 
Pin Por TB) Den eN 
die we de vergelijking van Gregory genoemd hebben. _ 
Met behulp van deze vergelijking kan de benaderings- 
uitdrukking (1) nauwkeuriger gemaakt worden in het geval, 
dat p,„, daarin slechts tot even machten voorkomt. In dat 
geval is nl. de benaderingsuitdrukking van den vorm 
Pon 
pr (oe) 
waarin p een rationale functie is. 


Men kan deze benaderingsuitdrukking nauwkeuriger 
maken door „ door ?2n te vervangen, dus door daarvoor 


te schrijven : Ì 
Pn 

Date) 
ig Go 


De hierin voorkomende grootheid p,„ behoeft niet bere- 
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kend te worden, daar ze met behulp van de vergelijking (2) 
weer verdreven kan worden. Uit deze vergelijking volgt nl: 


2 € 
P ‚n GE Pr 
ONEK  O 
Pr Po Ja DP, 
waardoor de benaderingsuitdrukking (4) overgaat in: 


Een 
die nog steeds rationaal is. 

Deze handelwijze is natuurlijk uit een oogpunt van 
bewerkelijkheid niet gelijk te stellen met het berekenen 
van P,‚„, dus met het berekenen van den omtrek van een 
veelhoek met een tweemaal zoo groot aantal zijden, daar 
(zooals reeds is opgemerkt) p,,„, niet berekend behoeft te 
worden, maar slechts tijdelijk ingevoerd is om een andere 
(nauwkeuriger) benaderingsuitdrukking, die evenals de 
oorspronkelijke p,,„ eu p„ bevat, af te leiden. 

Daar de nieuwe benaderingsuitdrukking (5) toegepast op 
Pon en Pp, dezelfde uitkomst geeft als de oorspronkelijke 
benaderingsuitdrukkirg (3) toegepast op p‚„ en p;n, is (5) 
nauwkeuriger dan (3). We vinden dus: 

Is een benaderingsuitdrukking een rationale functie van 
Pon CN Pp, dus van den vorm (3), waarin p een rationale 
functie is, dan kan men deze door de nauwkeuriger benaderings- 
uitdrukking (5) vervangen. Dit heeft op de nauwkeurigheid 
hetzelfde effect alsof men de oorspronkelijke benaderingsuitdruk- 
king behoudt, maar op veelhoeken met een tweemaal zoo gvoot 
aantal zijden toepast. 

_ Het spreekt natuurlijk vanzelf, dat men, als de nieuwe 
benaderingsuitdrukking eveneens slechts even machten van 
Pon bevat, dezelfde omvorming opnieuw kan toepassen. 


5) 


2, Graad der benaderiagsuitdrukking. De rationale bena- 
deringsuitdrukking (1) kan in den vorm 


(6) 
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geschreven worden, waarin 7’, (&) en 7, (@) geheele ratio- 
nale functies van « zijn, waarvan natuurlijk ondersteld kan — 
worden, dat ze geen « bevattenden gemeenschappelijken 
factor hebben. Door de breuken uit teller en noemer te 
verdrijven, worden teller en noemer homogene, geheele rationale 
functies van p‚„ en py, waarbij de graad van den teller één 
grooter is dan die van den noemer. We zullen den graad van 
den zoo verkregen teller den graad der benaderingsuitdrukking 
noemen. 

In den nieuwen vorm bevatten teller en noemer niet 
beide den factor p‚„— py, daar 7, (w) en 7, («) ondersteld 
zijn geen gemeenschappelijken factor te hebben. De teller 
alleen of de noemer alleen kan echter ook niet den factor 
Pon —Pn bevatten, daar anders de benaderingsuitdrukking _ 
bij de limiet (voor n=) 0 of oo zou worden. We vinden 
dus: 

Een rationale benaderingsuitdrukking is te schrijven in den vorm 

T' (Pons Pi) 5 
| N (Pans Pn) @ 
waarin T en N onderling ondeelbare, homogene, geheele ratio- 
nale, niet door p‚y — Py deelbare functies van P‚n en Pa zin. 
Ìls g de graad van T, dus g— 1 de graad van N, dan noemen 
we g den graad der benaderingsuitdrukking. 

Het is duidelijk, dat de graad der benaderingsuitdrukking 
over haar bewerkelijkheid beslist, dus over de omvangrijk-- 
heid der bewerkingen, die men moet verrichten om tot de 
getallenwaarde der benaderingsuitdrukking te geraken. 


3. Invloed der omvorming op den graad. We beschouwen 
een benaderingsuitdrukking van den vorm (3), dus een 
benaderingsuitdrukking, die met behulp van de vergelijking 
van Gregory herleidbaar is. Zij g de graad dier benade- 
ringsuitdrukking. 

Onderstel nu eerst, dat g even is. Daar, als de benade- 
ringsuitdrukking in den vorm (1) gebracht is, N van den 
graad g—l1, dus van oneven graad is, en in de benade- 
ringsuitdrukking slechts even machten van p,„ voorkomen, 
zal N nu den factor p„ bevatten. Hieruit volgt, dat 7' den 
factor p„, niet bevat (daar anders teller en noemer een 
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gemeenschappelijken factor zouden hebben), waaruit (daar 
T van den graad g is) volgt, dat 7' een term met Po) be- 
vat en dus in p,„ alleen ook reeds van den graad g is. 
Schrijft men nu (3) in den vorm 


pr (oe) 


Pp en 
p4 (5 

Pn 
waarin r en v geheele rationale functies zijn, dan is dus 
van den graad 4g en v van lageren graad (daar anders na 
verdrijving der breuken uit teller en noemer de graad 
van den teller minstens g + 1 zou worden). De benaderings- 
uitdrukking (5) neemt nu den vorm 


(8) 


2p 
Dan” (onto ) 
A + Dn ) 


“aan. Om hieruit de breuken uit teller en noemer te ver- 


drijven, moet men teller en noemer met ve n° 
vermenigvuldigen, waardoor de teller van den graad 
29 +1linp ,en p, wordt. Teller en noemer kunnen nu 
geen anderen gemeenschappelijken factor dan P.„ bevat- 
ten, Die gemeenschappelijke factor is dan en alleen dan 


aanwezig, als 
(oi) 
Pin dns, 


2 2 


| 2p p p 
den factor ———, dus 7 ( ad) den factor Et dus 
Daten, Ny AD 


N Pp P‚) den factor p_,° bevat. In dat geval wordt de 


graad der benaderingsuitdrukking (9) of (5) gelijk aan 4 g, 
terwijl de graad 4g +1 is, als N (p ) den factor p,* 
niet bevat. 

Wiskundig Tijdschrift, 16e Jaargang. 8 


an’ DP, 
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Is g oneven, dan bevat 7' den factor p„,‚ zoodat dus N 
dien factor niet bevat. Dan wordt in (8) 7 van den graad — 
4(g—l), terwijl 7 hoogstens van dien graad is. Om uit (9) 
de breuken uit teller en noemer te verdrijven moet men 


nu teller en noemer met (p,, + p,) be vermenig vul- 
digen, waardoor de teller van den graad +(g +1) in PR 
en p, wordt. Verder kunnen weer teller en noemer door 
Pp, gedeeld worden, als N (p,, p‚) den factor p,„* bevat, 
in welk geval de graad der benaderingsuitdrukking (5), 
die anders 5 (g +1) is, gelijk wordt aan 4(g — 1). 


We vinden dus: 
Bevat de rationale benaderingsuitdr ne van den graad g 


Up PD) 
Np, PD) 


waarin T en N geheele rationale functies zijn, slechts even 
machten van P‚‚‚ dan geeft, als N (p‚_, Pp) niet een factor 
el bevat, de omvorming met de vergelijking van Gregory een 
benaderingsuitdrukking van den graad 3g+1 of $(g +1), al 
naar gelang g even of oneven is. Bevat echter N (p aa Pp) den 
factor p_„*, dan wordt de graad der omgevormde benaderings- 


uitdrukking 3g of 3(g —1), al naar gelang g even of oneven is. 


4. Graadverlaging ten gevolge der omvorming. Voor de 
herleidbaarheid eener benaderingsuitdrukking, dus voor 
het optreden van slechts even machten van Pp is noodig 


dat haar graad g minstens 2 is (behalve in het triviale ge- 
val, dat de oorspronkelijke uitdrukking pis, in welk ge- 
val de herleide uitdrukking p,, wordt). Is nu g oneven, 


dus minstens 3, dan is (g+ 1) <g. Is g even en minstens _ 
4, dan is 4g+1{Xg. Is echter g=2, dan is Jg + 1=g, 
terwijl het geval van graadverlaging tengevolge van deel- 
baarheid van N ( Pm Dy) door p,„° zich nu niet kan voor- 


doen, daar N van den graad 1 is. Hieruit volgt: 


LD 


Is een benaderingsuitdrukking herleidbaar met behulp van de 
vergelijking van Gregory, dan is de herleide benaderingsuit- 
drukking van lageren graad, dus eenvoudiger dan de oorspron- 
kelijke, behalve als de graad dêr oorspronkelijke benaderings- 
uitdrukking 2 bedraagt, in welk geval ook de graad der nieuwe 
benaderingsuitdrukking 2 ds. 


5. Toepassing op de bovenste grens van Archimedes. Bij 
de methode van Archimedes wordt de cirkelomtrek inge- 
sloten tusschen de grenzen p‚, en P,,, waarin honden 
omtrek van den regelmatigen omgeschreven 2n-hoek 
voorstelt. Voor deze bovenste grens kan geschreven worden: 

Dn 
A A 
Nn 
zoodat men hier een geval heeft van een benaderingsuit- 
drukking, die slechts even machten van p,, bevat en dus 
met behulp van de vergelijking van Gregory herleidbaar 
is. Het resultaat dier herleiding is 
Pon 
Din Tl 
een bovenste grens, die zich even gemakkelijk berekenen 
Di j 
laat als Es maar kleiner en dus nauwkeuriger is. 
Nn 

We vinden dus (den straal van den cirkel 1 stellend) : 

Men kan de grenzen ; 

Pan LTS Pin = 


2 


DP 
van Archimedes met voordeel vervangen door 
SER Pan 
7 Ee 
Pr $ an Dn + rij d 


waardoor de fout van de bovenste grens kleiner wordt. 
Het verschil der oorspronkelijke Archimedische grenzen 
bedraagt : 
Pon 


(p 


Oe bm Ue)! 
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dat der omgevormde grenzen: 
Pon 


DFD, Len — Pp) 


2 


PD 
De verhouding van beide verschillen is RE bij 
Nn 

de limiet (voor „==oo) gelijk aan 2, zoodat voor groote 
waarden van ” de cirkelomtrek door de omgevormde 
Archimedische grenzen in een ongeveer tweemaal zoo 
klein interval wordt ingesloten als door de oorspronkelijke 
Archimedische grenzen. 

Het blijkt dus voordeelig om bij de methode van Archi- 
medes aan de omgeschreven veelhoeken een tweemaal zoo 
groot aantal zijden te geven als aan de ingeschreven veel- 
hoeken, tenminste als men de omtrekken beschouwt. Be- 
schouwt men daarentegen de oppervlakken sen $, van 
in- en omgeschreven n-hoeken, dan doet men, blijkens de 
betrekkingen s,„,=tpin en S,n=t Pin, goed in- en omge- 
schreven veelhoeken met hetzelfde aantal zijden te ge- 
bruiken. 


S 2, Berekening van den cirkelomtrek uit het 
zwaartepunt van een cirkelsegment. 


6. Notaties. In het volgende zullen we steeds de uit- 
einden van de koorde van het cirkelsegment, dat we onder- 
stellen niet grooter dan de halve cirkel te zijn, A en B noemen; 
verder noemen we het midden van den boog C, het midden 
van de koorde D en het middelpunt van den cirkel M. 
Den straal van den cirkel noemen we (zoo die niet 1 ge- 
steld is) #, de koorde van het segment k, den boog van het 
segment b, den pijl CD van het segment h, het oppervlak 
van het segment $ en het zwaartepunt van het segment G. 
Verder stellen we MD=H (zoodat H+ h=r is) en de 
loodlijn uit B op AM neergelaten s. 

Is de boog AB 2n-maal op den cirkelomtrek begrepen, 
dan kan men AB als de zijde a,, van den regelmatigen 
ingeschreven 2n-hoek Den Men heeft dus: 

ze mee Een 


Re (10) 
s=j4, ei et Tee ve (11) 
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In verband daarmede zullen we b door b,, vervangen. 
Het hierin voorkomende getal n behoeft niet geheel te zijn ; 
onder p, verstaan we dan na,. Is het cirkelsegment een 


halve cirkel, dan is AB,‚ dus a,,, een middellijn, dus 
n=l. Is het cirkelsegment kleiner dan de halve cirkel, 
dan is 2) 1. Aangaande het getal n hebben we dus te onder- 
stellen, dat n ) 1 is. 


1. Formule voor de ligging van het zwaartepunt. Het 
zwaartepunt G van het eirkelsegment ABC is gelegen op 
den pijl CD op een afstand van het middelpunt, die (gebruik 
makend van de notaties van n°. 6) volgens een bekende 
formule wordt voorgesteld door : 


k3 í 
MG == (12) 
4 rd B 
3 
Nu is: 
S= Opp. MACB — Opp. A MAB ={r(b—s), . . (13) 
waardoor (12) overgaat in: 5 
En IE Nn en ns ‚ (14) 
Daar 
Lk? —=r2— H? 
is, gaat 14) over in: 
MG 2k r2—H? 
TRE 3(b—s) en (15) 
Nu volgt uit den inhoud van driehoek AMB: 
Pan KL 
waaruit weer volgt: 
Ereleden vanvennenteie (16) 


Vergelijking (15) gaat dus over in: 
ALG (IRE 07) 
r __ 3k(b—s)' 
Hiervoor kan ook geschreven worden, lettend op 10) 
en (11): 
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MAF Ln 


y 3a.. (2 —a 
EN» v AN Tt) 
Door teller en noemer van de breuk in het tweede lid 
dezer vergelijking met 2n° te vermenigvuldigen en te 
bedenken, dat , 


5 zig 
zn dana ’ 
na, get 0 ’ 
en NO 
2 


is, vindt men ten slotte: 
MG 2 Dn Eed 


ee za € 
r SP, (2rr— PD) (Li 


8. Formule voor den cirkelomtrek. Voor MG kan ge- 
schreven wórden : 

MG =r—ö,h=r—d,(r—H), . « … (lS) 
waarin het getal ò,, dat van » afhankelijk is, door boven- 
staande vergelijking bepaald is. Daar r— MG =CG is, 
is dus: 

D= ansi EL 
Nu heeft men volgens (16): 


y bon A 


is ja, GD Se el | 
zoodat voor het eerste lid En (17) geschreven kan worden: 
MG Or SE) _ Din PEP 
r r Dek 


Hierdoor gaat de vergelijking (17), na vermenigvuldiging 
met p,,, over in: 


2D, EE d 
den Dil S(2rr—p) : 


Door hierin r=l te stellen en 2z op te lossen vindt men : 
De omtrek 2m van een cirkel met straal 1 wordt voorgesteld 
door 


(28 
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waarin ò, bepaald is door vergelijking (18) of (19). 
Hierdoor is dus de cirkelomtrek bepaald zoodra het 


getal ò,, dus de ligging van het zwaartepunt van het 
cirkelsegment, bepaald is. 


9. Grenzen voor den cirkelomtrek. Uit het tweede lid 
van (21) ziet men onmiddellijk, dat de voor 2x gevonden 
uitdrukking kleiner (grooter) wordt als men ò, door een 


kleiner (grooter) getal vervangt. Hieruit volgt, dat men een 
onderste (bovenste) grens voor den cirkelomtrek krijgt als men 
) ie door een onderste (bovenste) grens voor ò, vervangt. 


Daar het zwaartepunt G van het cirkelsegment tusschen 
C en D ligt, heeft men: 
r) MG) r—h, 
waaruit in verband met (18) volgt: 
ORDRES Arvenanen heten delen (22) 


Deze ongelijkheden gelden voor iedere waarde van n, die 
gelijk aan 1 of grooter dan lis t), zoodat ze aanleiding geven 
tot een onderste en een bovenste grens voor 27, die even- 
eens voor iedere waarde van „ ?) geldig zijn. Zulke on- 
derste of bovenste grenzen zullen we permanent noemen. 

Uit (22) volgt nu (als men weer r=l stelt) in verband 
met (21): 

2 2 2 2 
Pon — Pr Psn — Pn 
lem eren 

De permanente onderste grens (volgend uit Ò, » 0) kan in 
den volgenden vorm geschreven worden : 

(PP)? 
2 en n 


| 
Dn nnn one) 


2n 


De permanente bovenste grens (volgend uit d$ 1) kan 
aldus geschreven worden: 


1) Daar we, overeenkomstig het in n, 6 opgemerkte, geen 
andere waarden van ” beschouwen dan die, welke voldoen aan « ) 1, 


zullen we in het vervolg kortweg van „iedere waarde van x”' 
spreken, als bedoeld is: „iedere waarde van #, die niet kleiner 
is dan 1”, 

2) Zie noot 1. 
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Zp rie LD 
Sp, 


1 
a Dn Dn 


1 2 Pira 
maande TP sn 


, . 
P, 


nnn 
waarin P,,„ den omtrek van den regelmatigen omgeschre- | 
ven @n-hoek voorstelt. Daar in de eerste uitdrukking voor 
die bovenste grens slechts even machten van Pan Voor-3 
komen, kan ze volgens de in S 1 beschreven methode met 
behulp van de vergelijking (2) van Gregory verbeterd 
worden tot de volgende permanente bovenste grens voor 
den cirkelomtrek: 
Din OP on FD) 1 Pon Pa) 

Bp, FD, Dt PA Hp, Spa .… (25) 


EE CS 
die voor iedere waarde van xt!) kleiner en dus nauw-_ 
keuriger is dan (24). 


10. Omvorming der onderste grenzen. Schrijft men de 

vergelijking (21) in den vorm: 

9 ae, Am 

Mi DE 

Pnt Bp, HAD) Wan Di) 

dan ziet men, dat men een benaderingsuitdrukking krijgt, 
die volgens de in $ 1 besproken methode met behulp van 
de vergelijking (2) van Gregory herleidbaar is (waardoor _ 
de nauwkeurigheid grooter wordt), als men ò, door een 
zoodanige onderste of bovenste grens vervangt, dat 
TE) Dar ED slechts even machten van Pp, bevat. 
Een voorbeeld hiervan hebben we reeds in n°. 9 ontmoet, nl. 
toen we ò,, door de bovenste grens 1 vervingen. 

Het eenvoudigste geval, waarbij (1 — Ò) @‚ —D)) slechts 
even machten van P,„, bevat, krijgt men door 1 — ò, door 
ke) 
| 2D, ; 
C een positieve constante is (het geval C—=0 is reeds in 

1) Zie noot 1 op bladz. 119, | 


« (26) 


een grens van den vorm te vervangen, waarin 
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n°, 9 afgehandeld). Daar deze grens gelijk aan +oo wordt 
voor n=—=l, heeft men dan, als ze voor iedere waarde 
van » *) geldig is, met een bovenste grens voor boto, 
dus met een onderste grens voor ò,, dus met een onderste 
grens voor den cirkelomtrek te doen. 
Heeft men nu gevonden 
Cp, HDP) 


2p,, 


dan volgt daaruit, in verband met (26), als permanente 
onderste grens voor den cirkelomtrek : 


1-2, € Re (ON) 


2 2 2 2 
2 dn 4 UND a) 
28 
213 CDP) Pa F3 opt FOp-pD ) 
TER 


Met behulp van de vergelijking (2) van Gregory kan 
deze onderste grens herleid worden tot: 


ee Den Dan 0e) el 
Pan T3Ap FD) FAP, P) 
oen (6 en UE 


1 

B RI Dn an (OO) 

Ban Zan Pet B Ap, tad) 

Terwijl (28) van den derden graad is, is (29) (evenals de 
benaderingsuitdrukkingen, die men krijgt door in (21) 8, 
door een constante te vervangen) van den tweeden graad 
en dus aanmerkelijk eenvoudiger. Bovendien is (29) nauw- 
keuriger dan (28). 

Heeft men gevonden: 

Ene A er oes (80) 

dan volgt daaruit in verband met (26) als permanente 
onderste grens voor den cirkelomtrek : 


ie Din Pa 
Pnt 3 pF CWP) 
Uit de ongelijkheid (30) kan men echter ook tot de ongelijk- 
heid (27), dus tot de onderste grens (28) en tot de onderste 
grens (29) voor den cirkelomtrek besluiten. 


1) Zie noot 1 op bladz. 119, 
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B KEREN à oepaanijs, op de onderste ‘grens (23). Daar men heeft: 

18, Cl, ver ee 

kan in het in n°. 10 gezegde overal C = 1 genomen worden. 

Men kan dus de permanente onderste grens (23), die uit 

(21) en (31) is voortgevloeid, direct vervangen door de 

volgende, uit (29) voortvloeiende, permanente onderste grens ; 
aPanP an TN 1 BEE —D,, Je 


Din TB Bp FD Pint snak AE en (32) 


Deze onderste grens is voor iedere waarde van » grooter 
en dus nauwkeuriger dan (23). 


12. Vergelijking van de grenzen onderling en met die van 
Archimedes. Vormt men het verschil van een der onderste 
grenzen (23) en (32) met een der bovenste grenzen (24) en 
(25), dan blijkt steeds, dat dit verschil deelbaar is door 
Pp, Pp)? en door geen hoogere macht van (@,,— P,,) 


Voor de beide onnauwkeurigste grenzen (23) en (24) is 
dit verschil: 


2 Pin da Ee 
Mes 
en voor de nauwkeuriger grenzen (82) en (25): 
9 Pon 


eert (p pe 

3 (Pp FD) Epo) 1% bn 

De verhouding van beide verschillen is: 
Pod) OD st 

f ik BEE P 

welke verhouding bij de limiet (voor n==oo) gelijk wordt 
aan 16. Voor groote waarden van » sluiten (32) en (25) den 
cirkelomtrek dus in een interval in, dat ongeveer 16-maal 
zoo klein is als dat, binnen welk het door de grenzen (23) 


en (24) wordt ingesloten. 


Zooals in n°. 5 gebleken is, is het verschil der Archime- 
2 


’ 


dische grenzen p,, en P,,= — slechts deelbaar door de 
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eerste macht van p,, — Pp: Daar PP, tot O nadert als 


n onbepaald aangroeit, is dus het verschil tusschen de 
Archimedische grenzen voor groote waarden van n veel 
grooter dan dat tusschen de boven gevonden grenzen. 
Ook is het verschil tusschen de Archimedische grenzen 
eenerzijds en de grenzen van n°. 9 en n°. 11 aaderzijds 
door geen hoogere dan de eerste macht van p,,—p, 


deelbaar, waaruit blijkt, dat de verhouding der fout van een 
Archimedische grens tot de fout van een der grenzen van n°. 9 
en n°. 11 onbepaald groot wordt, als n onbepaald groot wordt. 
Ditzelfde geldt ook voor de verbeterde Archimedische 


Pon 8 
Mee Pd 

Hieruit blijkt verder, dat men voor groote waarden van n 
een benaderde waarde voor de fout van een Archimedische grens 
verkrijgt door het verschil met een der grenzen van n°. 9 of 


n°. 11 te vormen, waarbij de tweede en hoogere machten 
van p‚„—pP, verwaarloosd kunnen worden. Men vindt 


zoo voor de 


grens £ „— 


fout van p‚,: ongeveer 5 (Pp, —P‚)» 
Pin: 
fout van P_,= D ongeveer 5 (P,,— D) 
n 
fout van P Dan 
out van en — „ ongeveer } ent A7 
4n Pe FP, 9 6 DE PD) 


Door de in n°, 5 besproken verbetering van de bovenste 
grens van Archimedes wordt dus de fout daarvan voor 
groote waarden van „ ongeveer 4-maal zoo klein. 

| (Wordt vervolgd.) 
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Verslag van een Mondeling Examen Ko. 


Mechanica (1 uur). 


1. Gegeven willekeurige krachten. Hoe die samen te 
stellen ? (Bekend eindresultaat: Een vector, die zoowel de 
overblijvende kracht als het koppel voorstelt.) 

2. Nog eens het 4de vraagstuk (conchoïde beweging). 
Dit moest verder uitgewerkt worden, of aangeven, hoe te 
handelen om de vergelijkingen op te stellen. 

3. Een half cirkelvormige plaat slingert om een as. 
Wordt eerst horizontaal gehouden en dan losgelaten. 
Bepaal hoekversnelling en hoeksnelheid, als die een hoek « 
uit den horizontalen stand is gedraaid. 

Hierbij kwamen vanzelf de noodige traagheidsmomenten 
te pas, dus ook vragen: 

Wat is een traagheidsmoment? Bepaal het nu voor den 
halven cirkel. (Ik ging hier uit van het polaire T van 
een heelen cirkel.) 

4. Evenwichtsvoorwaarden van een Weston-takel. Waarop 
berust het invoeren van spanningen? (Ik ging nl. onderste 
en bovenste schij ven als afzonderlijke lichamen beschouwen.) 


Mech. Technologie (l uur). 


1. Hebt U wel eens een werkplaats voor metaalbewer- 
king bezocht ? 

2. Wat zoudt U kiezen voor de beweging van het drijf- 
werk : stoommachine, verbrandingsmotor of electro-motor ? 
(Antwoord motiveeren.) 

8. Ik koos electro-motor. Wat neemt U, gelijkstroom of 
wisselstroom, en waarom ? 

(Ik had veel „De Schelde” bezocht en sloeg mij hier 
goed door.) | 

4, Komen ook banken voor een eigen electro-motor in 
aanmerking ? Welke ? | 

5. Vertel de aandrijving bij een boorbank. Hoe krijgt 
men bij een bank, b.v. draaibank, verschillende snelheden ? 
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6. Hoe worden ketelplaten gemaakt, rondgezet, ge- 
klonken ? Schema klinkmachine. 

Kan blik ook gewalst worden ? 

1. Hebt ge ook wel eens een werkplaats voor hout- 
bewerking bezocht? (Ja.) 

Beschrijf dan een machinaal gedreven zaagraam om 
boomstammen tot planken te zagen. Hoe geschieden de 
aanzet, geleiding enz. ? V. 


Boekbespreking, 


Lehrbuch der darstellenden Geometrie von Dr. GEORGE 
SCHEFFERS. Erster Band. 1919. 26 M., geb. 30.60 M. 

Berlin, Julius Springer. ì 

De schrijver begint zijn werk, dat voor studenten aan 
een Technische Hoogeschool geschreven is, op andere 
wijze, dan men gewoon is, namelijk met projecties op 
een vlak, waarbij tegelijkertijd gewerkt moet worden 
met gegeven maten. Omdat volgens zijn ervaring zijn 
leerlingen slecht onderlegd zijn in stereometrie, zoodat zij 
niet in staat zijn behoorlijke figuren te teekenen, heeft hij 
slechts de eenvoudigste eigenschappen der stereometrie 
bekend ondersteld. Hij spreekt nu eerst over verschillende 
vormen van daken, doorsnijdingen van dijken en wallen, 
en zonnewijzers ter oefening in het teekenen van doorsneden. 

Het rechthoekig assenkruis, dus feitelijk axonometrie, 
wordt gebruikt voor projecties van lichamen, van welke 
meetkundige eigenschappen worden besproken. *) 

Aan de ellipsconstructies en eigenschappen wijdt de 
schrijver vele bladzijden; hij stipt even kegelraderen aan, 
en bespreekt de ellips, die optreedt in de leer van de 
traagheidsmomenten. | | 

Bij de scheeve projectie worden eerst weder daken en 
dijken met hun doorsnijdingen: in cavaliere perspectief 


_%) Betreffende fig, 96 en 97 vergelijke men: „De regelmatige 
lichamen en twee der halfregelmatige’, door F, J. Vaes (bij 
W, Versluys), 


ke 
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behandeld, en schaduwbepaling. Daarna komt de affiniteit 
ter sprake met toepassing op prisma en cilinder. Om 


figuren te verkrijgen, die, uit welke richting men ze ook 
beziet, steeds een goeden indruk geven, wordt de vrije 
parallelprojectie gebruikt met behulp van een grondvier- 
vlak, toepassing op doordringing van pyramiden en prisma's, 
kegels en cilinders. 

De algemeene axonometrie, vogelperspectief, scheeve 


assenkruizen worden kort behandeld. Over involuties, 


feitelijk een meetkundig onderwerp, en pooleigenschappen 
van cirkel en ellips veel medegedeeld. 

Eerst daarna komt het gebruik van een tweede projec- 
tievlak ter sprake, en volgen eenige gewone constructies, 
met toepassing op doorsneden en ontwikkelingen van 
oppervlakken. 

Bij het projecteeren van kromme lijnen wordt één der 
bekende constructies behandeld voor het ontwikkelen van 
een cirkelboog. | 

De kegelsneden worden dan behandeld als doorsneden 
van een kegel. Daarna volgen schaduwbepalingen op twee 
projectievlakken en de rechte axonometrie, 


Streifzige in das Gebiet der Mathematik und Geometrie von 
Dr. LeoProLD KLEIN Heft I, IT, III, V. 

Korneuburg, Fellner und Zausner (Julius Kühkopf). 

De schrijver voegt bij den titel: „Ein Hilfsbuch für 
Lehrer und Schüler fachverwandter Lehranstalten zur 
Belebung des Studiums und zur Benützung beim Selbst- 
unterrichte” ; hij stelt zich namelijk voor, dat de verschil- 
lende bijzondere onderwerpen, die hij in de boeken be- 
handelt, door leeraren kunnen worden ter sprake gebracht 
ter afwisseling van de gewone lessen, terwijl leerlingen 
hun krachten er mede kunnen beproeven. 

In hoofdzaak meent hij, dat ouders, die zelf niet wis- 
kundig onderlegd zijn, zullen kunnen waarnemen of een 
leerling van een technische inrichting al of niet geschikt 
is voor een vak, waarbij meer of minder wiskunde te 
pas komt. 

In het eerste boek bespreekt hij een aantal benaderings- 
constructies voor de lengte van een cirkelboog (zie Wis- 
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kundig Tijdschrift V, 121, 191; VI, 178, 185; VIII, 213; 
X, 108, 151; XI, 5, 80, 81; XII, 17, 111, 197) voor de kwa- 
dratuur van den cirkel, en voor de kubatuur van den bol, 
Daarbij komen ook eenige constructies van Mascheroni 
(zie Wiskundig Tijdschrift 1, 144; IV, 269; VII, 77, 172; 
VIII, 50, 219; XI, 71, 203) ter sprake. 

Daarna wordt het gewelf van Viviani besproken. 

Het tweede boek behandelt den negenpuntscirkel voor 
een volledige vierzijde, waarvan de cirkel van Feuerbach 
een bijzonder geval is. “Eenige stellingen van Steiner 
worden analytisch bewezen; daarbij wordt nog een nieuwe 
eigenschap gevonden, die aanleiding geeft tot de con- 
structie van een ellips door elf punten. 

Het derde boek vermeldt de driedeeling van den hoek — 
het probleem van Deli. Een aantal constructies worden 
besproken; ín het bijzonder wordt de aandacht gevestigd 
op een instrument van Minkewitz voor de driedeeling. 
Ook de bekende constructie voor de polytropische kromme 
wordt vermeld. 

Het vierde deel is nog niet verschenen. 

Het vijfde deel handelt over landmeten, en meer in het 
bijzonder over rekenplaten daarvoor, welke den minder 
fraaien en onjuisten naam Faulenzer (=luilak) krijgen. 
Daarna volgen aanvullingen van het le, 2e, 3e en (het nog 
niet verschenen) 4e boek en nog een hoofdstuk over 
fouten bij metingen. 

Vijf groote rekenplaten zijn daarbij gevoegd. 


W. J. HEYDEMAN. Wiskundige Hoofdstukken, dienende 
als noodzakelijke inleidieg tot de differentiaal- en inte- 
graalrekening, voor den technicus, die de hoogere wis- 
kunde door zelfstudie wil leeren, tevens bevattende de 
eigenschappen en constructies der kromme lijnen en op- 
pervlakken, welke voor den technicus van belang zijn. 
de druk, 1919. 

Beventer. . E. Kluwer, £ 215 4 20 OA 

Deze 3e druk komt overeen met den voorgaanden. Zie 
„Wiskunde Onderwijs” XX, Jaarg. XV, blads. 195. 


D. E. W. v. Weer. De oplossing der trisectie. 
Leeuwarden, Meyer en Schaafsma, 1919, f 0,50. 


Ld 
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De schrijver onderzoekt in welke gevallen een hoek met 
behulp van passer en liniaal in drie gelijke deelen kan 
worden verdeeld, en stipt even aan, welke hoeken in p 
gelijke deelen kunnen worden verdeeld. 


Nieuw verschenen werken. 


(Door de Redactie ontvangen.) 


C. G.v. WAGENSVELD. Oefeningen in de algebra, 1919. 
le stukje f 0,75, antwoorden f 0 40. 
Ze tat 10 A0 f 0,40. 

R. BOOSMAN en R. BOS. Nieuwe Rekenschool, rekenboek 
voor de lagere school, zesde stukje-B, berekeningen in 
de praktijk. 6e herz. druk, 1919. f 0,30 + 20 °/,. 

Herdrukken van boeken van WIJDENES. 

Dr. D. J. E. SCHREK. Beginselen der analytische Meet- 
kunde. 1919. f 1,90, geb. f 2,50 + 20 °/,. ” 

(Uitg. P. Noordhoff, Groningen.) 


Dr. J. TEIXEIRA DE MATTOS. Beginselen van de gonio- 
en trigonometrie voor de lagere klassen van gymnasia 
en lycea. 1919. f 0,50. 

(Uitg. Joh. IJkema, 's Gravenhage.) 


Dr. A. D. v. D. HARST. Logarithmentafels in vijf deci- 
malen. 1919, 
(Uitg. H. D. Tjeenk Willink & Zoon.) 
F. J. VAES. Logarithmen met vier decimalen. 2e druk, 
1919. _f 0,50. 
Aanvulling van „Logarithmen met drie deci- 
malen” 1919. =£0,10. 
(Uitg. Boymans’ Boekhandel, Rotterdam.) 


*) Van Hollandsche schoolboeken wordt geen recensie gegeven. 
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Benadering van den cirkelomtrek door middel van 
het zwaartepunt van een cirkelsegment 


DOOR 
Dr. F. SCHUH (Den Haag). 
(Vervolg van blz. 128.) - 


S 3. Opsluiting van het zwaartepunt van het cirkel- 
segment tusschen engere grenzen. 


13. Onderste grens voor ò,; vergëlijking met een rechthoek. 
Men kan gemakkelijk voor het getal ò, van $ 2 een grootere 


onderste grens vinden dan die, welke door (22) wordt aan- 
gegeven. Men heeft nl. : 


ate 9) 


hetgeen zeggen wil, dat in de figuur van $ 2 het zwaar- 
tepunt G dichter bij D dan bij C ligt. 

Huygens bewijst dit door het cirkelsegment ACB te ver- 
gelijken met een rechthoek FIKL, waarvan de zijde FL 


langs de koorde AB valt, terwijl de zijde IK den boog van 
het segment in C aanraakt en door C gehalveerd wordt, 
Wordt verder FL kleiner dan AB genomen, dan snijden 
Fl en LK den cirkelboog ACB in P en Q en wel zoodanig, 
dat PQ evenwijdig aan AB is. Het snijpunt van PQ en CD 
noemen we R. 

Het zwaartepunt G van het cirkelsegment ligt op den 
pijl CD, evenals het zwaartepunt G’ van den rechthoek, 
Ligt nu G’ niet boven R U), d. w.z. is CG’ ) CR, dan ligt 


G onder R en is dus CG ) CR. Immers het gemeenschap- 
_ pelijk zwaartepunt van APF en BQL ligt op CD onder R, 


1) We denken steeds AB horizontaal en -C boven AB gelegen, 
„Wiskundig Tijdschrift, 16e Jaargang. | 9 


_ 
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zoodat het zwaartepunt van APIKQB onder R ligt. Lag nu 
het zwaartepunt G van het cirkelsegment niet onder BR, 
dan zou (daar het gemeenschappelijk zwaartepunt van PIC 
en QKC boven R ligt) het zwaartepunt van APIKQB 
boven R liggen, hetgeen in strijd is met het zoo even 


gevondene. 
Men kan dus tot CG ) CR besluiten, zoodra CR Re CG’ = 4CD 


is, zoodat dan CR een onderste grens voor CG is. 

Men krijgt zoo de grootste (en dus de scherpste) onder- 
ste grens voor CG door CR=4CD te nemen, dus doorG! 
en R te doen samenvallen. Men vindt dan : 

GONECD =de 
zoodat het zwaartepunt van het cirkelsegment onder het midden 
van den pijl ligt. 

In verband met (19) volgt verder uit (34) onmiddellijk: 
oh Pen 29 


d. i, de ongelijkheid (33). 


14. Benaderingsuitdrukking volgend uit (33). Met behulp 
van de in n°. 13 gevonden ongelijkheid (33) volgt uit (21) 
de volgende door Huygens gevonden permanente onderste 
grens voor den cirkelomtrek : 


4 1 | 
Pn +3 Dan Pa) = Pan + 3 (Pan Pa) vi (OON 


De benaderingsuitdrukking (35) is voor iedere waarde 
van » grooter en dus nauwkeuriger dan (23), maar kleiner 
en dus onnauwkeuriger dan (32). De onderste grens (35) 
heeft echter tegenover (32) het voordeel van grootere 
eenvoudigheid, hetgeen tegen de geringe meerdere nauw- 
keurigheid van (32) ruimschoots opweegt. Terwijl nl. (32), 
evenals trouwens ook (23), van den tweeden graad is, is 
(35) van den eersten graad. De benaderingsuitdrukking (35) 
laat dan ook aan eenvoudigheid niets te wenschen over, 
terwijl haar nauwkeurigheid niet te vergrooten is zonder 
tot gecompliceerdere uitdrukkingen over te gaan. | 


15. Omvoming der benaderingsuitdrukking (35). Met be- 
hulp van de beschouwingen van n°. 10 kan men uit de 
onderste grens (33) voor ò, een nauwkeuriger onderste 
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grens voor den cirkelomtrek afleiden op dezelfde wijze 
als waarop we dat in n°. 11 uit de onderste grens ò, > 0 
gedaan hebben. Uit (33) volgt nl.: 

zoodat in n°. 10 overal C=} genomen kan worden. Men 
kan dus de uit (21) en (33) voortvloeiende onderste grens 
(35) vervangen door de volgende permanente onderste grens 
voor den cirkelomtrek, die men verkrijgt door in (29) 
C=} te stellen: 


8 Pan (Pan -Pn) PiP) 
Dsn 13 Bp Tp, PE Don P) + Epa, C0) 


Deze onderste grens is voor iedere waarde van „ nauw- 
keuriger dan (32). = 


16. Bovenste grens voor ò, ; vergelijking met een driehoek. 


Op geheel soortgelijke wijze als in n°. 13 kan men 
aantoonen : 


ELN 


Daartoe vergelijken we het cirkelsegment ACB met een 
gelijkbeenigen driehoek FCL, waarvan de basis FL langs 
AB valt, maar grooter dan AB is. De opstaande zijden FC 
en LC van dien driehoek snijden den cirkelboog in P en 
Q, terwijl PQ evenwijdig aan AB is. Het snijpunt van PQ, 
met CD noemen we weer R. 

Het zwaartepunt G van het cirkelsegment en het zwaarte- 
punt G’ van den driehoek liggen op den pijl CD. Ligt nu 
G' niet onder R,‚ d. w‚ z. is CG’ (CR, dan ligt G boven R, 


dus is CG CR. Immers het gemeenschappelijk zwaarte- 
punt van PIC en QKC ligt op CD boven R,‚ zoodat het 


zwaartepunt van FPICKQL boven R ligt. Lag nu het 
zwaartepunt G van het cirkelsegment ACB niet boven R, 
dan zou (daar het gemeenschappelijk zwaartepunt van 


132 


FPA en LQB onder R ligt) het zwaartepunt van FPICKQL 
onder R liggen, hetgeen in strijd is met het zoo even 
gevondene. 

Men kan dus tot CG {CR besluiten, zoodra CR ) CG’ == 
— 3 CD is, zoodat dan CR een bovenste grens voor CG is. 
Men krijgt zoo de kleinste (en dus de scherpste) bovenste 
grens voor CG door CR=2CD te nemen, dus door G’ en 
R te doen samenvallen. Men vindt dan: 

CG < 2 CD. 
Hieruit volgt verder in verband met (19): 
Òn < 5» 
d.i, de ongelijkheid (31). 

17. Benaderingsuitdrukking volgend uit (37). Met behulp 
van de ongelijkheid (37) vindt men uit (21) de volgende 
permanente bovenste grens voor den cirkelomtrek: 


(Pan —Pn°) 9 (Pan — Pa) 
Pn ' DS J- 2p = Pont 5 5 Pan P‚)t3 Ps + 2p,, . (38) 


Deze bovenste grens is voor iedere waarde van » 
kleiner en dus nauwkeuriger dan (24), waar grooter en 
dus onnauwkeuriger dan (25). 


18. Scherpere bovenste grens voor Ds vergelijking met 
een paraboolsegment. Door Huygensis een kleinere en dus 
scherpere bovenste grens voor ò, dan de in n°. 16 gevon- 
dene afgeleid en wel door het cirkelsegment ACB te ver- 
gelijken met een paraboolsegment FCL, waarvan de top 

C 


F D B L 


in C ligt en de koorde FL langs AB valt. Dit parabool- 
segment is zoo gekozen, dat de paraboolboog FCL den 
cirkelboog ACB in P en GQ snijdt, zoodat (wegens de 
symmetrie) PQ evenwijdig aan AB is; het snijpunt van 
PQ en CD zij weer R. 

Zijn «@ en y de halve koorden van cirkel en parabool 
evenwijdig aan AB op een afstand z van C, dan is: 

mt =(2r —z)z. 
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Verder is: 
en PR? 
ar CR 


y: =(2r — CR)z, 
zoodat «>y is voor 2z{CR en x<y voor 2) CR. Boven 
PQ is dus het paraboolsegment een deel van het cirkel- 
segment, beneden PQ, het cirkelsegment een deel van het 
paraboolsegment. Hieruit blijkt, dat de beschouwingen van 
n°. 16 ook hier doorgaan, alleen met dit verschil, dat het 
zwaartepunt G’ van het paraboolsegment zoodanig op CD 
ligt, dat CG’=?#CD is, een eigenschap, die reeds aan 
Archimedes bekend was. Men vindt op deze wijze, dat, 
als G’ en R samenvallen, het zwaartepunt G van het 
cirkelsegment boven R valt, zoodat 
CG {2 CD 
is. Hieruit leidt men dan weer af: 


a 09) 


—= 2r — CR, 
dus: 


19. Benaáderingsuitdrakking volgend uit (39). Uit (21) en 
(39) volgt de volgende door Huygens gevonden permanente 
bovenste grens voor den cirkelomtrek : 


RD Pas, nen P‚)* 
OANERT IE T = Pint 3 slan Pa)+ zap, SP» (40) 


Deze bovenste grens is kleiner en dus nauwkeuriger 
dan de voorafgaande bovenste grenzen. In n°. 23 zal 
blijken, dat de benaderingsuitdrukking (40) voor groote 
waarden van „ veel nauwkeuriger is dan de voorafgaande 
benaderingsuitdrukkingen (evenals deze weer veel nauw- 
keuriger zijn dan de Archimedische), hetgeen zich reeds 
direct laat verwachten uit de nauwere aansluiting aan het 
cirkelsegment, die het paraboolsegment van n°. 18 ver- 
toont in vergelijking met den rechthoek van n°, 13 en 
den driehoek van n°. 16. - 


20. Scherpere onderste grens voor ò,; vergelijking met 
een paraboolsegment. Beschrijft men een parabool, die den 
cirkel in A en B aanraakt, dan ligt de top T dier parabool 
op het verlengde van DC. Is E het snijpunt der raaklijnen 


' 
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in A en B aan den cirkel, en dus ook aan de parabool, 
dan is, volgens een bekende eigenschap van de parabool, . 
T het midden van DE, dus: 


DT =4DE: … Se 
Nu is: HIDE AD? 
22 rd H 

dus: DE= == h Er 0: @) 


We zullen nu aantoonen, dat het zwaartepunt G van het 
cirkelsegment ABC lager ligt dan het zwaartepunt G' van het 
omgeschreven paraboolsegment ABT. 

Dit is zeker het geval als DT ) # DC is. Immers het 


zwaartepunt G’ van het paraboolsegment is zoodanig op 
DT gelegen, dat DG’=?2DT is. Is nu DT ) $ DC, dan is 
DG’ > DC, dus G’ boven C, dus boven G gelegen. 

We kunnen dus DT { # DC onderstellen. Zij nu R een 
punt van CD, tusschen C en D, en zijn P en Q de snij- 
punten van de lijn door R evenwijdig aan AB met den 
cirkel. De parabool, die T als top heeft en door P en Q 
gaat, snijdt AB dan in de punten F en L, die tusschen A 
en B liggen. Het paraboolsegment FTL is dus beneden 
PQ een deel van het cirkelsegment ABC, terwijl boven 
PQ het cirkelsegment een deel van het paraboolsegment 
is. Ligt dus R niet beneden het zwaartepunt van het pa- 
raboolsegment FTL, dat. samenvalt met het zwaartepunt 
G’ van het paraboolsegment ATB, dan beredeneert men 
op geheel dezelfde wijze als in n°. 13, dat het zwaartepunt 
G van het cirkelsegment beneden R ligt, dus dat DG < DR 
is Hiertoe kan men besluiten zoodra DR ) DG’ ==} DT is, 
zoodat men de kleinste (en dus de nauwkeurigste) bovenste 8 
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grens voor DG krijgt door DR=?2DT te nemen (dus door 
GY en R te doen samenvallen); daar DT < &$ DC ondersteld 
js, is DR dan nog kleiner dan DC, dus R tusschen Cen D 
gelegen. Men vindt dus, lettend op (41): 

Det eeen ee (40) 
m a. w.: 

De afstand van de koorde van een cirkelsegment tot het zwaar- 
fepunt is kleiner dan }-maal de afstand van de koorde tot het 
snijpunt der raaklijnen in de uiteinden der koorde. 

Uit (43) volgt verder in verband met (42): 


rt H 
DG Xh DH” 


rJ-H 
Behe Ond ie 
of lettend op (20): 


waaruit verder volgt: 


Pan F- Pn 
1-8, < Bp, pe, (44) 
3 Pan Pun 
O5 TE . (45) 


D1. Vergelijking der resultaten van n° 18 en n°. 20, Uit 
de ongelijkheden (39). en (45) volgt: 


_ Daar p‚„-— Pu Als limietwaarde 0 heeft wanneer n on- 
bepaald toeneemt, naderen dan de beide voor ò,, gevonden 


grenzen onbepaald tot elkaar, waaruit volgt: 


RC 


N00 

Hieruit volgt in verband met 2, < 3, dat 3 de kleinste van 
n onafhankelijke bovenste grens voor ò, is. 

Uit (46) blijkt, dat de in n°. 18 en n°. 20 voor ò, gevon- 
den grenzen bij de limiet aan ò, gelijk zijn, en dat dit bij 
de in n°. 9, 13 en 16 voor ò, aangegeven grenzen niet 
het geval is, Voor groote waarden van „ zullen dus de 
grenzen van n°. 18 en n°. 20 zeer veel dichter bij de juiste 
waarde van ò, liggen dan die van n°. 9, 13 en 16, waar- 
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door de uit eerstgenoemde grenzen volgende benaderings- 
uitdrukkingen voor den cirkelomtrek zeer veel nauwkeu- 
riger uitvallen dan de uit laatstgenoemde grenzen volgende. 
In n°. 23 zullen we dit nader bevestigd vinden. 


22. Benaderingsuitdrukking volgend uit (44). De onge- 
lijkheid (44) is van den vorm (27), waarin C= 2 is. Volgens 
het in n°. 10 gevondene volgt dus uit (44) als permanente 
onderste grens voor den cirkelomtrek: 


5 Dan Pan Po) 2 (Pon -P‚)° 


Pan 1 3 3pF2Pr pant Pan Po) F33pap, (47) 


welke onderste grens uit (29) wordt afgeleid door daarin 
C=? te stellen. 

De onderste grens (41) is voor iedere waarde van n 
grooter en dus nauwkeuriger dan (36). In n°. 23 zal blijken, 
dat het verschil in nauwkeurigheid voor groote waarden 
van „ zeer aanzienlijk is. 


23. Vergelijking der benaderingsuitdrukkingen (40) en (47). 
Het verschil tusschen de onderste grens (41) en de bovenste 
grens (40) bedraagt : 


Di Wij p‚)° 8 
B Gps, FCP, + 3p,) 


Dit verschil is dus door de derde macht van p nele 


deelbaar, terwijl de verschillen tusschen de overige benade- 
ringsuitdrukkingen onderling, zoowel als tusschen de overige 
benaderingsuitdrukkingen eenerzijds en de benaderings- 
uitdrukkingen (40) en (41) anderzijds, alle slechts door de 
tweede macht van D‚,P„ deelbaar zijn. Hieruit blijkt, 
dat de verhouding van de fout van een der benaderingsuitdruk-_ 
kingen (40) en (47) tot die van een der overige benaderings- 
uitdrukkingen, die we gevonden hebben, bij de limiet (voor n=) 
tot O nadert, hetgeen beteekent, dat de benaderingsuitdruk- 
kingen (40) en: (47) voor groote waarden van n veel nauwkeu- 
riger zijn dan de overige benaderingsuitdrukkingen. 


(48) 


24, Fout der benaderingsuitdrukkingen van n°. 9, II, 14, 15 
en 17. In n°. 28 is gebleken, dat de benaderingsuitdruk- 
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kingen van n°. 9, 11, 14, 15 en 17 voor groote waarden 
van » veel onnauwkeuriger zijn dan de benaderingsuit- 
drukkingen (40) en (41). 

Hieruit blijkt, dat men een benaderde waarde voor de 
fout van een der eerstgenoemde benaderingsuitdrukkingen 
verkrijgt door het verschil met een der benaderingsuit- 
drukkingen (40) en (41) te vormen, waarbij de derde 
machten van »,„— P„ verwaarloosd kunnen worden. 
„Zoo is het verschil tusschen de onderste grens (23) en 
de bovenste grens (40) gelijk aan: 


Mn On) Pan T DP) 4 GEen Pan) 


lep dee B pi, BPP SP) 
dus voor groote waarden van „ ongeveer gelijk aan: 
Veen Oe 
Le (49) 
ò Pr 


Nu bestaat tusschen de zijden a, en a,, van den regel- 
matigen ingeschreven n-hoek en 2n-hoek (als de straal van 
den cirkel 1 is) de bekende betrekking : 

Aa, Er Gijs 27 On 
die door vermenigvuldiging met n* overgaat in : 
4 


Hieruit volgt: 
b 2n 5 


AUT ete en 
nan Pi) IEP) 


3 


im n° ( pon — Dy) rd 


Voor groote waarden van n heeft men dus ongeveer : 


3 
Pon PnS An?’ eeh ORL ner ef re (a) 
SRO De 
EAO ee 206031 aire Ay: ES a0BĲ) 
Pon s2nt 


_ Voor de fout der onderste grens (23), welke fout voor 
groote waarden van „ ongeveer gelijk is aan (49), kan 
dus bij benadering geschreven worden: 
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5 
ne 7,6505 2 *. 
Op deze wijze vindt men voor de 
: 1 Eise De IR —4 
fout van (836) : ongeveer 10 RDE RT 0,0797 n , 
Cp a 5 —4 
fout van (82) : ongeveer Et B me Dn —=0,4182n „ 
2 
9 Dn ED ge —4 
fout van (835) : ongeveer 15 RER a 1,2751 OR 
(Der Dak 5 4 
fout van (28) : ongeveer TS ee ine == 1,6505 ni 
2n 
1 Pan TP) 75 Bi 
fout van (25) : ongeveer DE =H 0,3188n 
27 
(p pn) hen —4 
fout van (38) : ongeveer 45 ee == aan ASO ED 
2 
COA DE en ZA 
fout van (24) : ongeveer EEN TRI rien 5,1003 7 
2n 


Deze benaderde opgaven voor de fout hebben tot de 
juiste waarden der fout een verhouding, die bij de limiet 
(voor n==oo) gelijk is aan 1. 

Bij bovenstaande rangschikking zijn de eerste vier bena:- 
deringsuitdrukkingen onderste grenzen, de laatste drie_ 
benaderingsuitdrukkingen bovenste grenzen, ter wijl zoowel 
de onderste als de bovenste grenzen volgens afnemende 
nauwkeurigheid gerangschikt zijn. 

Uit de opgaven voor de fout ziet men, dat de fout der 
benaderingsuitdrukking door omvorming met behulp van. 
de verg. (2) van Gregory bij groote waarden van » onge- 
veer 16-maal zoo klein wordt; de fout van (36) is nl. 16-maal 
zoo klein als die van (35), de fout van (32) 16-maal zoo 
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klein als die van (23) en de fout van (25) 16-maal zoo klein 
als die van (24). | 

Bij de benaderingsuitdrukkingen van n°. 9, 11, 14, 15 en 
17 moet men de fout door de tweede macht van p,,— p,, 


deelen om voor n=—=o een eindige van nul verschillende 
limietverhouding te krijgen. We noemen die benaderings- 
uitdrukkingen daarom van de tweede orde. Bij de Archime- 
dische grenzen echter krijgt men na deeling van de fout 
door de eerste macht van p,,— p,, een eindige van nul 


verschillende limietverhouding (zie n°. 12), zoodat deze 
van de eerste orde zijn). Bij de benaderingsuitdrukkingen 
(40) en (47) eindelijk is de fout kleiner dan de uitdrukking _ 
(48), daar (41) een onderste en (40) een bovenste grens is, 
terwijl (48) het verschil dier benaderingsuitdrukkingen is ; 
zoowel van (40) als van (47) heeft dus de fout tot wie Pe) 


een verhouding, die bij de limiet gelijk is aan nul, zoodat 
(40) en (47) van hoogere dan de tweede orde zijn. 


S 4. Vergelijking van het cirkelsegment met den 

ingeschreven driehoek. 

25. Algemeene formule. We beschouwen het cirkel- 
segment ABC als samengesteld uit den ingeschreven gelijk- 
beenigen driehoek ABC en twee kleinere cirkelsegmenten, 
die we te zamen het „residu”’ zullen noemen. De zwaarte- 
punten van cirkelsegment, ingeschreven driehoek en residu 
noemen we G, G’ en G”/, hun oppervlakken &, $’ en 5”. 
_ Men heeft nu in de eerste plaats: 


AM Gin OM MO eee in ne (DZ) 
Hierin is volgens (12): 
Ok kele (rade) on eon act ent) 


1) Volgens (50) kunnen de in n°. 12 gedane opgaven voorde 
fouten der Archimedische grenzen ook aldus geschreven worden : 


3 en 
fout van p‚„: ongeveer Ee — 2,584n Ë 
£ Pin z8 —2 
out van P,,= PD ; ongeveer — — 5,168n , 
Aen 3 —2 
fout van P EE ongeveer ese —=1292N 
Ge - Ps 24n* 


140 


zoodat (52) overgaat in: d 
tkh(r+BH)=S.MGHS/.MG” . . . (54) 
Verder is: t 
S'=tkh=ir(k—=g) |), 
MGS HA the=tr + 2H). 
Eindelijk is volgens (13): 
S= =ir(b—s—-Ir(k—-s)=tr(b—k). 
Hierdoor gaat (54), na vermenigvuldiging met 6, over in: 
2kh (r 4 H)= kh(r +2H) + 3r (b_—k) MG”, 
kh=3(b—k)MG”. 
Stelt men hierin: | 
MG”=r —= er h Za 


dan vindt men, b OPrGERARE 


r—H 
zu be mt eltt5rn oe 
of b=b,, en k=a,, stellend en lettend op (20): 


Po. —DP 
NE [145 0) n |. 
BA SP CEN 

Na RN se met 2n volgt hieruit, als men 


gal stelt: 
De omtrek van een cirkel met straal 1 is gelijk aan 


Rik Din Par hea 
Lan BP EE (DSN 


Ef pt ISA | (56) 


waarin €, door de iben (55) gedefiniëerd is, dus gelijk is 
LiÁ 
aan —: Hierin is G* het zwaartepunt van het residu, dat 


ontstaat door van het cirkelsegment ABC den driehoek ABC 
weg te laten. 


1) De laatste uitdrukking voor S’ vindt men onmiddellijk door 
den driehoek ABC te beschouwen als vierh. MACB — drieh. MAB. 
Men vindt echter die uitdrukking door gebruik te maken van (16) 
ook aldus: 
r— H ks 


kh=k(r— En 7 


2) Hiervoor kan ook geschreven worden: 
ED neden 


1 
Dont 3 Pan Pp) +} BD Ten Pen Eni 


-=r(k—s). 
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26. Grenzen voor den cirkelomtrek. De in (56) voor 2r 
gevonden uitdrukking wordt kleiner (grooter), als men 
e„ door een kleiner (grooter) getal vervangt. Daardoor 
levert weer een onderste (bovenste) grens voor €, tevens een 
onderste (bovenste) grens voor den cirkelomtrek. 

Daar het zwaartepunt van het residu op den pijl CD van 
het oorspronkelijke cirkelsegment ligt, en wel tusschen 
C en D, vindt men reeds direct de volgende grenzen voor 
het getal e,: 


VEER LR A EERE OP 


Hieruit vindt men als permanente onderste grens voor den 
cirkelomtrek : 


Dn H(Dan =D) 


waarmede de in S 3, n°. 14 gevonden onderste grens (35) 
teruggevonden is. 

Verder leidt men uit 67) als permanente bovenste grens 
voor den cirkelomtrek af: 


1 Pon | ws 
Pnt 3 Do Gas D) == 


1 PnP 
Pins Pans Pot Tap ‚ … « (58) 


waarvoor ook geschreven kan worden : 


Pon Pon +) 1 
Sp, TTR (57 ag zp, 7) 


In den laatsten vorm is deze bovenste grens door Huy- 
gens gegeven. 
_ Volgens de in n°. 24 beschreven methode vindt men, 
dat de bovenste grens (58) van de tweede orde is, d.w.z. dat 
de verhouding van de fout tot Pp, —D' een eindige van 


nul verschillende limietwaarde heeft. 

De bovenste grens (58) is voor iedere waarde van » 
kleiner en dus nauwkeuriger dan (24), maar grooter en dus 
onnauwkeuriger dan (38). 
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Volgens de methode van n°. 24 vindt men, dat de fout 
van (58) voor groote waarden van n ongeveer gelijk is aan: 
1 vim Pi) j m5 
5 p — 160nf 
2n 


—1,9126n 


24. Opsluiting van e„, tusschen engere grenzen. Men kan 
echter zonder veel moeite engere grenzen voor het ge- 
tal e, vinden door op te merken, dat het zwaartepunt G,” 
van een der kleine segmenten, waaruit het residu bestaat, 
b.v. het segment AEC, op den pijl EF gelegen is, waarin 
E het midden van den boog AC, F het midden van de 
koorde AC is. Daar G,” tusschen F en E ligt, is het 
zwaartepunt G’”’ van het residu, dat in de projectie van 
G,” op DC valt, boven L gelegen, waarin L de projec 
van F op DC is. Men heeft dus: 

CG” {CL =$CD, 
waaruit volgt: 


ng: ee are: (59) 


D 


Uit (56) en (59) volgt nu als permanente bovenste grens 
voor den cirkelomtrek : 4 
2 Pan Pan Pa) (p mp je 
Den 3 pFbe Pin tE Pi PK FB)’ 


Dit is de bovenste grens (25) van S 2, n°. 9. 

Uit de omstandigheid, dat G,’ tusschen F en Eligt, volgt: 
FG/ZPE znne 

Is nu K het snijpunt der raaklijnen in A en C aan den 


cirkel, dan is: 
HG EK es an 3 ‚… … (CR 


hetgeen o.a. daaruit volgt, dat CE den hoek FCK halveert 
en dus FE<XEK is (daar CF <CK is). Uit (60) en (61) volgt 


nu verder : 
Gi (4 EK, 
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waaruit weer volgt: 


LG” <5 LG, 
CG”) CL ==} CD, 
EARL Kete re eere (O2) 


Hieruit volgt in verband met (56) als permanente onderste 
grens voor den cirkelomtrek : 


Bik Par Pi) ER Kia On) 
Pint 3 Bp tp, Lant3 5 DanD ENT 


Dit is de onderste grens (32), die we in $S 2, n°. 11 ge- 
vonden hebben. 

Door gebruik te maken van de resultaten van $ 3, n°. 
138 en n°. 20 kan men nog engere grenzen voor e, vinden. 


Uit het in n°. 13 gevondene volgt nl., dat het zwaarte- 
punt G,” van het cirkelsegment AEC dichter bij F dan bij 

E ligt, waaruit volgt: 
FG,”<{<4EFE, 
of lettend op (61): 


_FG/(4EK. | 
Voor het zwaartepunt G” van het residu beteekent dit: 
LG" <4 LC, 
CG!) 3 CL ==} CD, 
a 
nn D, 8: Ee ae ten Brons (63) 


Hieruit volgt in verband met (56) als permanente onderste 
grens voor den cirkelomtrek : 

8Pan Pan Pi) CDE PE 
Mn 5 Bp. FD, LR Eee Pp opp F3P, 


Dit is de in $ 3, n°. 15 gevonden onderste grens (36). 
Uit het in n°, 20 gevondene volgt, dat het zwaartepunt 
G,” van het cirkelsegment AEC zoodanig op FE ligt, dat 


FG” EEK 
is, waaruit volgt: 
LG” {4 LC, 
CG”) $ CL = # CD, 
2 
e) 5' oane ane: Tre ter AS on re sr At eerd (64) 
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Met behulp hiervan vindt men uit (56) de volgende 
permanente onderste grens voor den cirkelomtrek: 


B Pan (Pan Pr ) 2 Pon Beba 
3 SP OT Pon le 3 Pan 7 P‚) + 33p, EED 
Dit is de onderste grens (41) van $ 8, n°. 22. 


Psn 


28, Vergélijking met de resultaten van $ 2 en 3. De in 
n°. 27 gevonden benaderingsuitdrukkingen stemmen alle 
met reeds vroeger gevonden benaderingsuitdrukkingen 
overeen en wel in het bijzonder met diegene, waarbij voor 
de afleiding de vergelijking (2) van Gregory gebruikt is. 
Dit resultaat was ook te verwachten, daar we in n°. 27 
het een en ander omtrent het zwaartepunt van het residu 
hebben afgeleid door resultaten omtrent het zwaartepunt 
van een cirkelsegment niet toe te passen op het cirkel- 
segment ABC (zooals het geval is wanneer men de verge- 
lijking (21) van $ 2, n°. 8 toepast), maar op het kleinere 
cirkelsegment ACE. De vervanging van het cirkelsegment 
ABC door AEC komt echter neer op een vervanging van 
n door 2n, terwijl we bij de toepassing van de vergelijking 
van Gregory hetzelfde doen. 

Heeft ò, dezelfde beteekenis als in $ 2 en $ 3, dan is, 


daar AC de zijde van den regelmatigen ingeschreven 
4An-hoek is: 


FEVER 
Hieruit volgt: 
2 FE 
LG” = 4 (1 — don) LC. go 
GOA Ë TERS ak kas don) DE rn 
in ve 

LCD 13 — an) SEK | 
2FE 
ke en 0) EK’ 


waaruit men ziet, dat de grenzen voor &, uit grenzen voor 
Ò‚„ Zijn afgeleid. 
En de afieiding der onderste grenzen (62) en (68) voor 
„ hebben we bovendien nog de ongelijkheid (61) toegepast, 
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dus de onderste grens verkleind door —- door het groo- 
tere getal 1 te vervangen. Nu is: 

MRE LOEM IT AAD jn San 2 an 

EO ACAD dek Pin d Pient 

De toepassing der ongelijkheid (61) komt dus neer op 
een vergrooting van een bovenste grens voor 1 — ò,, door 


Ì Ee Din + Pan 
vermenigvuldiging met — ap 


Ditzelfde hebben we 


2 

echter in n°. 10 gedaan om de onderste grens (29) voor 
den cirkelomtrek af te leiden uit 1 —ò, < C, ten einde een 
benaderingsuitdrukking te verkrijgen, die met behulp van 
de vergelijking van Gregory herleidbaar is. Uit 1 —ò, < C 
hebben we nl. besloten tot : 


P‚n* Pa 
1d CC 
4 2p, ° 
hetgeen, gecombineerd met de daarop volgende vervanging 
van ” door 2n, gelijk staat met: 


Dit Dan 
OD 


Op deze wijze blijkt dus, dat het terugvinden der onderste 

grenzen (32) en (36), die uit (29) volgen door (=1 en 
C' ==} te stellen, te voorzien was. 
… Het blijkt dus, dat de vergelijking van het cirkelsegment 
met den ingeschreven driehoek en de daaruit afgeleide 
betrekking (56) tot geen nieuwe benaderingsuitdrukkingen 
voert, maar alleen het voordeel oplevert de toepassing van 
de vergelijking van Gregory overbodig te maken, dus 
benaderingsuitdrukkingen, die anders na een omvorming 
met behulp van de vergelijking van Gregory voor den dag 
komen, op eenvoudige wijze rechtstreeks uit een algemeene 
formule te voorschijn te brengen. 


eed 


(Wordt vervolgd.) 


Wiskundig Tijdschrift, 16e Jaargang. 10 
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Over den naam verdeelpunt, gebruikelijk in de 
leer der perspectief, 


DOOR 


D. POSTMA (Amsterdam). 


Wanneer men in de perspectief, of iets ruimer, in de 
centrale projectie de werkelijke lengte moet bepalen van 
een daarin gegeven lijn, dan wordt dat meestentijds gedaan 
met een punt, dat verdeelpunt genoemd wordt. 

Omgekeerd zal men door middel van zoo’n punt op een 
lijn ook gegeven afstanden af passen. 

Deze twee belangrijke, en veelvuldig voorkomende ele- 
mentaire constructies hebben echter met verdeelen niets 
te maken en wettigen dus ook niet den naam van ver: 
deelpunt. De verklaring van dien naam is, zooals bij voor- 
beeld in Rohn und Papperitz, ongeveer als volgt: 

Men noemt dat punt een verdeelpunt omdat het ge- 
bruikt kan worden voor het verdeelen van een in pers- 
pectief gegeven lijn in deelen, waarvan de werkelijke 
lengten een gegeven verhouding hebben. Dit laatste is 
juist, en zal duidelijk zijn, wanneer men nagaat voor 
welke beide constructie’s, zooals hier boven is gezegd, 
dat punt geconstrueerd wordt. Evenwel die motiveering, 
— omdat ’t daarvoor gebruikt kan worden — is zwak; 
zij zou sterker zijn en de naam beter op zijn plaats, 
indien die verdeeling alleen of met voordeel, d.w.z. 
vlugger dan anders met behulp van dit punt kan ge- 
schieden, en wanneer dit punt nergens anders voor ge- 
bruikt zou kunnen worden. Doch geen van beide is het 
geval. Integendeel, het verdeelen van een lijn in deelen, 
die een gegeven verhouding hebben kan veel vlugger ge- 
schieden indien men dat zgn. verdeelpunt niet gebruikt, 
terwijl buitendien in sommige gevallen dat punt niet alleen 
kan, doch zelfs gebruikt moet worden om bijvoorbeeld den 
hoek tusschen de gegeven lijn en een ander te meten, of 
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ook om in een bepaald vlak een lijn te construeeren, die 
met de gegeven lijn een hoek, waarvan de werkelijke grootte 
gegeven is, in zal sluiten (zie Fig. IV). 

Het ligt nu voor de hand, dat, afgaande op den naam 
van verdeelpunt, men, voor een uit te voeren verdeeling 
van een lijn dit zal gaan doen met behulp van zoo’n punt, 
in welk geval men, percents gewijs, zeker een paar honderd 
procent werk te veel doet. En inderdaad is dat gevaar 
niet denkbeeldig, want behalve bij Rohn und Papperitz 
wordt die zelfde omslachtige constructie ook gegeven in 
een paar der mij bekende en overigens zeer goede Neder- 
landsche werken over centrale projectie en perspectief. 
Nog sterker. Het is mij eenige malen gebeurd, dat niet- 
tegenstaande ik op de les mijne leerlingen bij het noemen 
van den naam verdeelpunt hen uitdrukkelijk er op attent 
maakte en er voor waarschuwde, zij toch daarna op de 
teekenzaal bij het maken van werkstukken weer te onpas 
voor het verdeelen van een lijn zoo’n zoogenaamd verdeel- 
punt construeerden. Dit is voor mij dan ook de reden 
geweest om voor den naam verdeelpunt in te voeren de 
naam meetpunt, zooals dit voor zoover ik weet voor het 
eerst en tot nu toe alleen door Miallaret in zijn leerboek 
der perspectief is gedaan. De naam verdeelpunt wordt dan 
gegeven aan punten, die werkelijk gebruikt worden om 
een lijn te verdeelen in deelen, waarvan de werkelijke 
lengten een gegeven verhouding hebben. Het meetpunt 
wordt dan als volgt door mij gedefinieerd : 

Een meetpunt is een punt dat dient om van een in 
perspectief gegeven lijn de werkelijke lengte te kunnen 
bepalen of- meten en omgekeerd om op zoo’n lijn een 
werkelijke lengte of maat in perspectief te brengen. 

Mijn ondervinding, daarna met die nieuwe benaming 
opgedaan, heeft mij geleerd dat zij beter is, omdat zij beter 
het doel van het punt uitdrukt, dan de naam verdeelpunt, 
want na dien tijd deed zich het geval niet meer voor, 
dat, verlokt door den naam, voor een eenvoudige ver: 
deeling de omslachtige constructie van Fig. 3 werd uit- 
gevoerd. 

Een paar voorbeelden mogen het hiervoor vermelde 
nader toelichten, 
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Zij gevraagd een in perspectief gegeven lijn AB, vlucht- 
punt w, in deelen te verdeelen, waarvan de werkelijke 
lengten zich verhouden als m:n:p. 


Fig 1. 


De constructie wordt de volgende. Trek door A een 
willekeurige rechte, en pas daarop stukken AD, DE en 
EF af, die zich verhouden als m:n:p. Door het punt w 
wordt een lijn getrokken evenwijdig aan AF, welke even- 
wijdige lijn door de lijn BF gesneden wordt in een punt v. 
Wordt dit punt v verbonden met D en E‚ dan bepalen die 
verbindingslijnen op de lijnen AB de gezochte punten. 

De constructie zal zonder meer duidelijk zijn, zoodra men 
in vw de vluchtlijn ziet van een vlak door AB, in welk 
geval AF de lijn door A in dat vlak is, die evenwijdig is 
aan het tafereel. De geheele constructie is dan niets anders 
dan de overeenkomstige constructie der vlakke meetkunde 
perspectievisch uitgevoerd. 

Het zal verder gemakkelijk in te zien zijn, dat AB met 
behulp van ’tpunt v ook gemakkelijk verdubbeld, verdrie- 
dubbeld kan worden, doch dat zal verder buiten beschou- 
wing kunnen blijven. Noemen we nu,en dan terecht, hier 
het punt v een verdeelpunt, dan blijkt dat elk punt van 
het tafereel een verdeelpunt der lijnen AB kan worden, 
want de lijn vw hangt af van de willekeurige richting van 
AF, en op de lijn vw wordt de plaats van het punt v be- 
paald door de willekeurig te kiezen maateenheid der stuk- 
ken AD, DE en EF. 

Nemen we als tweede voorbeeld het werkstuk om op 
een in perspectief gegeven lijn, waarvan ’t vluchtpunt w 
is, van af een punt A een stuk af te zetten, waarvan de 
werkelijke lengte gegeven is. | 

Om deze constructie uit te kunnen voeren heeft men als 
verdere gegevens noodig de projectie van het oog of cen- 
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trum van projectie op het tafereel, hier door P voorgesteld, 
de distantie d, en het snijpunt S der gegeven lijn met het 
tafereel. 

In algemeene gedaante is de constructie de volgende. 
Trek door S en w twee evenwijdige lijnen, respectievelijk 
tafereelsdoorgang en vluchtliĳjn van een vlak door A w. 


Fig. 3. 


Vervolgens wordt het punt O, bepaald, dat is het punt 
waar het centrum van projectie komt, indien het parallel- 
vlak van het genomen vlak om de vluchtlijn wordt neer- 
geslagen. De cirkel, middelpunt w, en straal wO, zal 
vervolgens op de vluchtlijn de beide meetpunten bepalen, 
met behulp waarvan op de lijn AW gemakkelijk de gegeven 
afstand kan afgezet worden, en waarvan hier alleen het 
rechter is geteekend. De constructie verloopt daarna als 
volgt. Van uit het punt M wordt het punt A op de tafe- 
reelsdoorgang geprojecteerd, projectie C. Van af het punt 
C wordt op de tafereelsdoorgang de werkelijke maat CD 
van het op Aw te construeeren stuk AB afgezet, waarna 
de lijn MD op Aw het gezochte punt B bepaalt. 

Voor het bewijs kan men het vlak DSW om de tafereels- 
doorgang DS in het tafereel neerslaan, met de lijnen DM, 
CM en SW. Men verkrijgt dan twee driehoeken SCA, en 
SDB, waarvan de zijden evenwijdig zijn aan die van den 
gelijkbeenigen driehoek wO, M. Deze driehoeken zijn dan 
zelf ook geliĳjkbeenig, waaruit dan direct volgt dat A, B, 
—=CD is en dus ook AB de perspectief is van een lijn van 
gegeven lengte. 

Gaat men hierbij na dat de richting der vluchtlijn wM 
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willekeurig is, en dat de afstand wM =wO, de werkelijke 
afstand is van het vluchtpunt w tot het oog of centrum van 
projectie, dan volgt zonder meer dat de meetkundige plaats 
der meetpunten M voor een lijn de cirkel is, die het vlucht 
punt dier lijn tot middelpunt en den afstand van dat punt 
tot het centrum van projectie tot straal heeft. Tot slot nog 
een paar figuren, de eerste om aan te geven tot welke 
omslachtige constructies de, mijns inziens verkeerde bena- 
ming van verdeelpunt voor meetpunt aanleiding geeft, 
en de tweede om dan de naam van meetpunt, ook in ver- 
band met hoekconstructie’s iets verder toe te lichten. 


Ê, Ww 
fd | 
| | 


r 


Fie. 3. 


Fig. 3 geeft de constructie voor de verdeeling van een 


hellende lijn AB, zooals die in verschillende boeken gege- 
ven wordt. Dan wordt eerst de grondprojectie A’B' be- 
paald, en vervolgens het zoogenaamde daarbij behoorende 
verdeelpunt V, met behulp waarvan de werkelijke lengte 
CD van AB’ bepaald wordt. De lijn CD wordt dan op de 
voorgeschreven wijze verdeeld, wat nog een aparte con- 
structie vordert, om vervolgens die deelpunten eerst met 
behulp van V op A/B, en vervolgens door middel van ver- 
ticale lijnen op AB over te brengen. Dat de constructie 
goed is, zal zonder meer duidelijk zijn, doch eveneens dat 
zij zeer omslachtig is, wanneer men haar vergelijkt met 
die van Fig. 1, en dat het niet te veel gezegd is, zelfs zon- 


der dat men ze geometrografisch vergelijkt, dat die van 


Fig. 3 een paar honderd procent werk te veel geeft. 

Fig. 4 geeft ten slotte een voorbeeld van een in perspec- 
tievische constructies veel voorkomende figuur, benevens 
van de gebruikelijke meetpunten. Zij Av een willekeurige, 
gegeven hellende lijn en A’v' daarvan de grondprojectie. 


tro 
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De cirkel vO, is de M.P. der bij de laatste lijn behoorende 
meetpunten. Aangezien de horizon als vluchtlijn en de 
grondlijn als tafereelsdoorgang van een horizontaal vlak 
door A’v’ meestentijds reeds aanwezig zijn, zal men als 
meetpunt voor Av’ bij voorkeur een snijpunt M’ van dien 


cirkel met den horizon gebruiken. Dit punt M’ (als meet- 
punt dus behoorend bij de lijn die ©’ tot verdwijnpunt heeft) 
zal dus dienen om werkelijke maten op Av’ af te zetten 
of van lijnen op A’ (of daaraan evenwijdige lijnen) de 
werkelijke lengten te bepalen evenals in Fig. 2 is gedaan. 

Het punt M’ is evenwel ook het neergeslagen oog, ver- 
kregen door wenteling van het parallelvlak van het verti- 
cale vlak Avv' in het tafereel. Vandaar dat men bij M’ in 
ZvM'r’ de werkelijke hoek kan meten, die de lijn Av met 
den grond maakt, of ruimer, van alle hoeken in dat vlak 
Avv' evenals men omgekeerd bij M' de werkelijke hoeken 
tusschen lijnen in dat vlak uit kan zetten om de vlucht- 
punten daarvan te verkrijgen. 

Daaruit volgt verder dat vM’ de afstand van het vlucht- 
punt v der lijn Av tot het centrum van projectie is en 
dat dus de cirkel, middelpunt wv en straal vM’ de meetkun- 
dige plaats is der meetpunten, behoorende bij de lijn Av. 
Waar nu meestentijds reeds de verticale vluchtlijn van het 
vlak Avv’ aanwezig is, zal men als meetpunt voor Aw bij 
voorkeur een snijpunt van dien cirkel met die vluchtlijn 
gebruiken, hier dus M, met behulp van welk punt in Fig. 4 
evenals in Fig. 2 op de lijn Av een stuk AB is afgezet, 
waarvan de werkelijke maat gelijk aan die van CD is. 

Het bovenstaande mag voldoende geacht worden om toe 
te lichten, waarom ook mijns inziens de naam meetpunt de 
voorkeur verdient boven de gebruikelijke van verdeelpunt, 
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Wellicht kan dit artikeltje aanleiding zijn dat schrijvers 
van nieuwe boeken of van de reeds bestaande bij herdruk- 
ken de naam overnemen of naast die van verdeelpunt te 
gebruiken, in welk geval het zijn dienst heeft gedaan. 


Een cosmografisch vraagstukje © 
DOOR | 
J. H. GOOSSENS (Weltevreden). 


Het luidt: Hoe laat en in welk punt van den horizon 
komt de zon op voor een gegeven plaats en op een ge- 
geven datum? Bekend worden dan verondersteld de geo- 


grafische breedte der plaats van waarneming en declinatie 


der zon. 

De oplossing is zeer eenvoudig, d. w. z. met behulp van 
een logarithmentafel. Ons doel is echter grafisch de uitkomst 
te geven, zonder aruider hulpmiddel dan een transporteur 
en een potlood of naald. 


1) Ettelijke jaren geleden werd hetzelfde onderwerp in het 
W. T. behandeld (Jaargang VI, bladzijde 225), Dit is m.i, echter 
geen bezwaar er wederom mee voor den dag te komen, en 
wel om drie redenen: ten eerste zal menige lezer, indien hij be- 
doeld artikel al ooit onder de oogen gehad heeft, wel een erg 
vagen indruk ervan hebben overgehouden, verder zijn behandeling 
en oplossing van het vraagstuk, zooals ze hier volgen, geheel 
anders dan in vroeger dagen; last not least is zelfs de witkomst 
der oplossing verschillend, om de eenvoudige reden, dat de vroeger 
gegeven oplossing een fout bevat, het meer voorkomend gevaar, 
wanneer een oplossing geschiedt met behulp van een ingewikkelde 
stereometrische teekening, Hoe licht neemt men dan niet zonder 
bewijs aan, wat immers zoo duidelijk uit de teekening „blijkt“! 
Zoo ook hier, met het gevolg, dat op een gegeven oogenblik een 
Sinus en een tangens van een vrij kleinen hoek werden verwisseld. 
De fout opsporen laat ik aan den belangstellende over. 

Dat op hes eind van het artikel de schrijver herinnert a?n een 
aan te brengen correctie als tijdsvereffening zulien wij maar als 
een lapsus calami beschouwen; immers, we hebben het over decli- 
natie der zon; dus over de ware zon, Hierbij behoort ware tijd, 
die geen vereffening behoeft, 
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Gaan we uit van de formules, die we bij een trigono- 
metrische oplossing vinden. Zij (figuur 1) ZOW een gedeelte 


van een grooten cirkel, waardoor we op den hemelbol 
den horizon kunnen voorstellen, waarin O het oostpunt is ; 
POQ een gedeelte van den aequator voor een plaats van 
p° Noorderbreedte, waardoor dus Z ZOP = / WOQ == 90°—o. 
Zijn verder ZP en WQ bogen van declinatiecirkels, dan 
zien wij, wanneer de zon noorderdeclinatie, b.v. ZP of 
zuiderdeclinatie, b.v. WQ, heeft, dat op het oogenblik van 
zonsopkomst *), dus bij zonshoogte =0°, de plaatsen van 
opkomst resp. Z en W zullen zijn. Inde AA ZOP en WOQ, 
hebben we dan ZO of WO = amplitude (A); ZP of WQ = 
declinatie (d); ZPof / Q = 90°; £ POZ of £ QOW == 90°—g. 
Verder is nog OZ of OW = het verschil (v) tusschen den 
uurhoek en een rechten hoek (immers de uurhoek telt 
vanaf het zuidpunt). 

We hebben dan sin A= s, en sinV=tgötge. 

Thans volge de grafische oplossing (zie figuur 2). 

We gaan uit van een halven cirkel met de middellijn 
AB. In B richten we een loodlijn op ; zetten langs AB in 
A een hoek ò uit, gelijk aan de — in graden afgeronde — 


1) De strenge formules af te leiden uit den parallaktischen 
driehoek, luiden 


sin ò — cos (90° J- 35’ 2’ ,V/AÌ).sin p 
sin (90° + 35/ + 2’, T/hY), cos p 
gino. sind — cos (90° J-35' JA) 
COS p . COS À 
waarbij voor den zenitsafstand der zon bij opkomst correcties van 


85/ (normale refractie) en eene van 2’ Xh werden gegeven. 
De laatste is voor een plaats, die Ameter boven het zeeoppervlak 
ligt. Zooals men ziet, zijn beide termen voor een grafische oplos- 
Bing voor laaggelegen plaatsen te verwaarloozen, 


sin Á —= 


en sin V = ) 
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declinatie. Dit been zal den cirkelomtrek in F en de lood- 
lijn in C snijden; nu is 
CB =m.tg8, waarin m — middellijn AB. 


Zetten we langs CB in C een hoek uit p= de bekende 
breedte — in graden af te ronden — met snijpunt D op 
AB, dan is: 

BD =BC.tgp=m.tgd.tgg. 
Wordt nu BE=BD genomen, dan is in A ABE: 
sin BAE —= Ee —_ sf en Dep =— (zooals wij zagen) sin V 
of Z BAE =V. 

Lezen we de waarde van Z BAE af in graden, dan geeft 
deze na vermenigvuldiging met 4 (immers 15° =1 uur) het 
aantal minuten, dat de zon vóór of na 6 uur opkomt. 

Thans zetten we in B langs de verbinding BF (F was 
t gevonden snijpunt van AC met den cirkelomtrek) den 
hoek p uit met het snijpunt G op AF. In A ABF was 
BF =m.sinò, Verder is BG = BF secp =m.sinò.sec gp. 

Wordt BA gelijk gemaakt aan BG, dan is in A ABH: 

sin BAg PE m:sind.secp sind _ 
BA m COS p 
(zie hiervoor) = sin a óf" WEBAR 0: 

De waarde hiervan, afgetrokken van, of opgeteld bij 90° 
(azimut van het oostpunt) geeft het azimut der plaats van 
zonsopkomst. 

Bij eenig nadenken blijkt, dat een groot aantal manipu- 
laties overbodig was, daar de lengten der lijnen BD en BG, 
uitgedrukt in de middellijn als eenheid, reeds de gezochte 
gegevens bepalen. Brengen we het feit in herinnering, 
dat verbinding van E en H met het middelpunt van den 
cirkel daarin de hoeken 2V en 2a zou doen ontstaan, dan 
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ligt een aanzienlijke bekorting der constructie voor de 
hand; ze kan, zooals wij zeiden, zelfs uitsluitend met een 
transporteur (gradenboog) en een potlood of naald geschie- 
den. Curiositeitsbalve werd dit in figuur 3 voorgesteld, 
waarin de volgorde der cijfers aangeeft, welke handelingen 
achtereenvolgens plaats hebben. Het resultaat is, dat we 
op papier krijgen een viertal lijnen en behalve hun snij- 
punten een drietal stippen. Gestippeld zijn voorgesteld 
alle verrichtingen ter bepaling der punten 3, 4, 5, 6 en 7, 
die echter geen sporen achterlaten ; de beide geblokte lijnen 
(8) en (9) geven aan de aanlegging van den transporteur 
aan de lijnen 2—6 en 2—7. Opgemerkt wordt, dat de 
afstand 1—2 natuurlijk gelijk moet zijn aan den straal van 
den transporteur. Het resultaat wordt afgelezen op den 
omtrek daarvan in 6 en 7, nl. de hoeken 2V en 24. 


Figuur 3 lost op de vraag welke opkomst en plaats der 
zon, voor een breedte van 52° en een declinatie van 18°. 
De grafische uitkomst is: 2V —=49® of opkomst is 4 X 4 
— 98 minuten vóór of na 6 uur; 2a=60°+; azimut is dus 
90° F30° =60° of 120°. De logarithmische oplossing geeft 
Me 240345 en a == 30°.7/,1. 


156 


XXVI. Wiskunde-Onderwijs. 


nd 


Het Problema van Snellius. 


Elk trigonometrisch leerboek behandelt het z.g. probleem 
van Snellius, hetzij men — meestal terloops — erkent, dat 
het werd gevonden door Snellius, hetzij men zooals langen 
tijd in Duitschland, dat thans echter zijn onbillijkheid inziet, 
en nog steeds in Frankrijk, het vraagstuk benoemt naar 
Pothenot, die echter in geen enkel opzicht zijn recht er op. 
kan doen gelden, noch wat ontdekking, noch wat uitbrei- 
ding of bijzondere toepassing ervan betreft. 

Toch blijkt, dat men veelal geen raad weet met de eigen- 
lijke plaats, die het pr. toekomt of met zijn rangschikking 
in de leerstof. Het meest voorkomende is dan ook dat het 
voorshands ongenoemd blijft; eerst, wanneer na de behan- 
deling der oplossing van driehoeken, de beurt is aan toe- 
passingen, zooals het trigonometrisch hoogtemeten en de 
bepaling van den onderlingen afstand van twee ontoegan- 
kelijke punten, wordt het pr. van Snellius door den samen- 
steller van het leerboek aan de vergetelheid ontrukt (haast 
hadden wij gezegd: opnieuw ontdekt), omdat.... nu ja, 
omdat men het nu eenmaal niet langer vermijden kan. 
'tGeeft nl. de eenige manier, waarop een oplossing te vin- 
den is voor een vraagstuk dat in de praktijk vaak voor- 
komt (*). Meer voor de hand liggend en meer waardeerend 
voor een zoo belangrijk onderwerp, ware het dan ook een 
(kort) hoofdstuk in elk leerboek te wijden aan het pr. van 
S. en deszelfs toepassingen in de praktijk. 

We zeiden hiervoor, dat het pr. van S. zijn plaats onder 
de zon krijgt, omdat het nu eenmaal niet anders kan. Dat 
dit veelal niet van harte gaat, moge o.a. duidelijk blijken 
— niet uit het feit, dat meest met geen enkel woord eraan 
herinnerd wordt, hoe wij dit zoo belangrijk vraagstuk dan- 
ken aan een onzer grootste (zoo niet de grootste) vader- _ 
landsche wiskundigen, die zich op het terrein der praktijk 
begaven: geen profeet toch is geëerd in eigen land — 
(maar) doordat men niet eens de „piëteit” bezit den vader 
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der uitvinding ook het recht toe te kennen zijn eigen be 
wijs er voor te mogen geven. Dit zou begrijpelijk kunnen 
zijn, wanneer — in den loop der eeuwen — de vlakke 
driehoeksmeting zulke vorderingen had gemaakt, dat aan 
een of ander „antiek” bewijs, afkomstig van een zekeren 
Snellius (van 1617), die het eerst het vraagstuk noemt, slechts 
historische waarde was gebleven. Hiervan is echter tot 
heden niet veel gebleken. Wel hebben meerderen zich op 
het vraagstuk geworpen, zooals Collins, aan wie wij het 
genieuse „hulppunt van Collins” (1671) te danken hebben, 
dat nog steeds een geliefde oplossing is voor grafische 
plaatsbepaling of oplossing met coördinaten voor z.g. ach- 
terwaarts ingesneden punten. Reeds te voren (1624) was 
Snellius’ verzenhouder Schickhardt (men herinnere zich, 
‚dat dezelfde eveneens zeer kort na Snellius de triangula- 
tie — op den leest van Snellius geschoeid — in Duitsch- 
land invoerde) met het vraagstuk en zijn meest eenvoudige 
grafische oplossing (het snijpunt van twee cirkelbogen die 
de gemeten hoeken bevatten) voor de dag gekomen. Dan 
heeft zich — en met succes — aan de vergetelheid trach- 
ten te ontrukken Burckhardt, die in 1901 zijn oplossing 
voor het pr. van S. gaf met behulp van een hulphoek. 
Deze oplossing viel blijkbaar zoozeer in den smaak der 
wiskundige paedagogen, dat zij thans vrijwel als universaal 
oplossing in alle leerboeken fungeert. Dat de tangens van 
den gebezigden hulphoek niets anders is dan de verhouding 
der cirkels M en N (zie de figuren 1 en 2) vond ik nergens 


Fig 2. 


vermeld; waarvan overigens deze oplossing, die mij voor- 
komt ten volle de benaming „kunstgreep” te verdienen, haar 
populariteit ontleent, is mij niet bekend. Voor onderwijs 
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doeleinden verdient zeker niet een zoodanige oplossing de 
voorkeur, zelfs al ware ze overwegend korter. Wij kunnen 
dan ook slechts denken, dat voor het „oer-bewijs” te wei- 
nig reclame is gemaakt, welke fout’ dan, voorzoover van 
ons afhangt, hierbij worde hersteld. Mocht het nog noodig 
zijn om tegenover de „hulphoekoplossing” onze voorkeur 
voor die van Snellius zelven te bepleiten, dan zullen wij 
hieronder enkele redenen daartoe vermelden. 

Vooraf ga echter de oplossing, zooals Snellius zelve 
die gaf. 

In het terrein waren van een driehoek ABC alle ele- 
menten. bekend. Snellius wenschte nu voor zijn huis, welks 
ligging ten opzichte van A ABC wij in figuur als P voor- 
stellen, en waarvan hij de geogr. breedte en 't azimut naar 
punt C (den Haag) bepaald had, den afstand PA te kennen. 
Hiertoe had hij in P gemeten de hoeken BPA en BPC. 
In figuur 2 zal tegelijk het vraagstuk in zijn meer voor- 
komenden vorm voorgesteld worden, waarbij de richting 
PB, di. het gemeenschappelijk been der gemeten hoeken 
— tusschen die naar A en C inligt. 

Men denke zich nu de omgeschreven cirkels om A PBA, 
met M en om A PBC met N als middelpunt. 

Door onderlinge verbinding van B, M en N ontstaat een 
driehoek, waarvan de zijden BM en BN (d.z. de stralen 
der cirkels M en N) benevens hun ingesloten hoek in de 
bekende gegevens zijn uit te drukken. 

Immers is 


} BA 
BN PEA 0 BME 
en 
ABN PBPOOEBN Sn 
2 sin BPC’ 


waar bij men n de projecties zijn van M en N resp. op BA 
en BC. 


Verder is 
in figuur 1: 
ZMBN =/MBm —ZNBr — / ABC = 
== (90° — / BPA) — (90° — / BPC) — Z ABC 
—= 4 BPC—/Z BPA — / ABC 
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of in figuur 2: 
ZMBN = / ABC — / MBm—/ NBr == 
—=Á ABC — (90° —/ BPA) — (90° — / BPC) = 
—=/ ABC 4 Z BPA + / BPC — 1800, 

Hieruit werden (tangensregel) berekend de hoeken in 
Men N, waarna PB =2 X BM.sin BMN, of 2 XBN sin BNM. 
Ten slotte zijn (sinusregel) in de AA PBA en PBC resp. 
de zijdelengten PA en PC te bepalen. {Waarom Snellius 
uit BP en BC met hun ingesloten hoek de zijde PC bere- 
kende, is mij niet bekend. 

Thans volgen enkele redenen, waarvan wij zouden wen- 
schen, dat bovenstaande oplossing, ín elk geval als school- 
oplossing de haar toekomende plaats innam : 

le. Om de meerdere „nationale rechten” die deze oplos- 
sing heeft boven elke andere; 2e daar geen andere oplos- 
sing meer logisch of aanmerkelijk korter is; 3e dat de 
— hiertoe gemakkelijk te bepalen — lengte der lijn MN, 
mede in verband met de thans bekende stralen MB en 
NB, een volledige beantwoording geeft op de vraag: Hoe 
is de ligging van P ten opzichte van den z.g. gevaarlijken 
cirkel (den omgeschreven cirkel van A ABC). ? 

Hierboven klaagden wij over de geringe waardeering, 
die het pr. van 5. te beurt valt in de leerboeken ; ter illus- 
stratie diene o.a. dat in het Handboek der Vlakke Drie- 
hoeksmeting van Versluys, dat slechts uitbreiding verklaart 
te zijn van het gelijknamig Leerboek, het pr. van Sn. zelfs 
niet genoemd is: blijkbaar is het geen regel meer waard, 
dan de plaats, die er in ’t Leerboek voor wordt uitgetrokken. 

Ook zag ik in de boldriehoeksmeting nooit het bestaan 
zelfs van een pr. van Sn. vermeld; zonder verder in te 
gaan op ’t praktisch nut, is het toch gemakkelijk in te zien, 
hoe b.v. in de zeevaartkunde een plaatsbepaling met meer 
nauwkeurigheid zou kunnen plaats hebben, indien op groote 
afstanden (100 km of daarboven) punten werden aangepeild 
indien rekening werd gehouden met het feit, dat men bogen 
inplaats van rechte lijnen had te meten. 

Om schematisch aan te geven, met welk minium wij al 
in de sph. trigonometrie zouden tevreden zijn, diene het 
volgende : 

De toepassing van het theorema van Legrendre, luidend; 
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„Een kleine boldriehoek kan bij benadering als een vlak- 
ken driehoek met dezelfde zijden berekend worden, indien 
men als hoeken van dien vlakken driehoek de met !/, 
van het spherisch exces verminderde hoeken van den bol- 
driehoek” neemt, geeft het middel om de onbekende hoeken 
der ontstane boldriehoeken te leeren kennen. Een voor- 
loopige berekening, waarbij de gemeten hoeken, als hoeken 
in het platte vlak worden genomen, geeft benaderde waar- 
„den voor de onbekende zijden. In elken driehoek wordt uit 
twee dezer en den gemeten ingesloten hoek een benaderde 
waarde voor hun oppervlak gevonden. Uit de verhouding 
hiervan tot het aardoppervlak wordt, voldoende nauw- 
keurig, het sph. exces bepaald. De berekening wordt daarna 
herhaald, waarbij men de bekende hoeken met } van het 
spherisch exces vermindert, en evenzoo de resulteerende 
hoeken met 4 ervan vermeerdert. 

Het spreekt vanzelf, dat een dergelijke oplossing geen 
waarde heett voor eerstbeginnenden, voor wie b.v. het 
theorema van Legendre een gesloten boek zou zijn. Voor 
meergevorderden echter en in een Handboek der Boldrie- 
hoeksmeting mag zij m. i. niet ontbreken. 

ÁAls uitbreiding van de vorenstaande beschouwingen over 
het problema van Snellius willen wij thans een andere 
methode aangeven, die behalve een grafische bepaling van 
een Snelliuspunt, en een oplossing hetzij met coördinaten, 
hetzij met de voor onderwijsdoeleinden gebruikelijke bere- 
keningen, doet zien — evenals bij Snellius’ oplossing de 
zijde MN (fig. 1 en 2) — hoe groot de invloed op de nauw- 
keurigheid is door de nabijheid van den circulus vitiosus. 

Hoewel bedoeld onderwerp zijn volle waarde eerst te 
danken heeft aan zijn toepassing in de geodesie, wil het 
ons voorkomen, dat behandeling te dezer plaatse, als pro- 
pagandamiddel voor een nadere bestudeering van het 
probleem van Snellius niet te onpas zal zijn. (2) 

Oplossing van het problema van Snellius met behulp van een 
isogonaal toegevoegd punt. 

De beide hoofdvormen, waartoe alle bijzondere gevallen 
terug te brengen zijn, stellen wij voor in de figuren 3 en 4 

Het vast te leggen of te bepalen punt is P;alle elemen- 
ten van A ABC (hier de hoeken en zijden) zijn bekend, 
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evenzoo de in P gemeten hoeken BPA en BPC. — Voor 
PB geldt de opmerking bij de figuren 1 en 2 gemaakt. — 
Noemen wij deze hoeken respectievelijk p en q. De hoeken, 
waaronder men van uit A, B en C respectievelijk PB, PC 
en PB ziet, zullen wij aangeven als x, 2 en y. 

Wordt nu in B een richting BF uitgezet, zoodanig, dat 
de door BC en BP gevormde hoek @, in tegengestelde 
richting als bij BC, langs BA wordt uitgezet (welke lijn de 
meetkundige plaats van het later te noemen punt T vormt) ; 


Ĳ 


Fig. 4. 

worden daarna de in P gemeten hoeken q in A langs AB, 
en p in C langs CB zoodanig uitgezet, dat snijpunten T, 
en T, met de lijn BT verkregen worden, dan valt het licht 
in te zien, dat T, en T, zullen samenvatten. (*) Noemen 
wij dit punt T. 

Wij zien, hoe thans in T de hoeken «& en y ontstaan zijn. 
Wat nu T is ten opzichte van P, zou P, indien T het 
onbekende punt ware, voor dit laatste zijn, waarom wij P 
en T isogonaal toegevoegde punten zullen noemén. 


De gang van berekening is verder zeer eenvoudig. 
Volledigheidshalve worde hij hieronder vermeld, waarbij 
tevens gelegenheid zal zijn te wijzen op enkele contrôles 

Wiskundig Tijdschrift, 16e Jaargang. 1 
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op de gemaakte berekening. Hoewel dit laatste overbodig 
zou kunnen genoemd worden, achten wij het gewenscht 
er nu reeds de aandacht op te vestigen, dat bij de meeste 
„nauwkeurigheidsberekeningen” dergelijke contrôles voor- 
geschreven staan, waardoor het mogelijk is een — zoo 
licht te maken — rekenfout te beperken tusschen nau- 
were grenzen, wat le. grooter vertrouwen geeft in het, 
anders niet geverifieerde eindresultaat, 2e. voor hem, die 
— al of niet gegronden — twijfel koestert omtrent de 
juistheid der oplosaid of becijfering, aanzienlijke tijdsbe- 
sparing kan geven, daar het een geestdoodend overrekenen 
to the bitter end (met nog kans op dezelfde punten) voor- 
komt. 

Het spreekt haast van zelf, dat dergelijke contrôles geen 
belangrijke uitbreiding aan de berekening mogen geven, 
dus b.v. analoog moeten zijn aan de oorspronkelijke be- 
werking, waardoor zij anders een geheel nieuwen gedach- 
tengang zouden openen, en zoo veel mogelijk extra-werk- 
zaamheden, als opzoeken van logarithmen e.d. moeten 
vermijden. 

Thans volge de eigenlijke oplossing, zooals die b.v. in 
een vóórgedrukt rekenschema zou kunnen geschieden. 

In A ACT zijn bekend de zijde AC en de hoeken 


(in figuur 3):q — Aenp —C (infiguur 4): A —genC +p 
waaruit : 


Sn af AC ë | 
des SIR am AE BE .sin(p C) {| AT Ee sin —y) ‚sin (C+ p)_ 
AC id 
heere wanen S sina —g) Sn AD 


In A ABT zijn nu bekend AB, AT en de ingesloten hoek 
q,; waaruit volgt (tangensregel): 


tg i(y—2)= AB AT: Cot q- 


Uit 5(y 42) en 5(y —) worden thans y en 2 berekend. 
Ev. contrôle uit A CBF, waarin : =tg (a t£—B) (in fig. 3) 


CB — CT 
CB OTC 
=tgi(atB— B) (in fig. Db 
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Uit be + B—2) en 4(e +2 - B) worden ven + (B — 2) 
gevonden/. 


Daarna is: BA ok Î 
sin y 
Contrôle : BEB: el 
sin 


__Ten slotte zijn (in gelijkvormige driehoeken): 
B AB. BO:BT ss PASCT.AB:BT;- PC=AT.BC:BT. 


Wij eindigen dit opstel met een korte beschouwing over 
de plaatsen, die P en T ten opzichte van elkaar innemen. 

Beide punten liggen tegelijk binnen of buiten den uit- 
springenden hoek ABC. 

Ten opzichte van den omgeschreven cirkel van A ABC 
kan de stand van P en T in lineairen afstand tot B de 
volgende zijn : 

P ligt binnen den uitspringenden hoek tusschen oneindig- 
ver van B en den cirkelomtrek: T ligt tusschen B en de 
rechte AC. P ligt op den omtrek: T ligt op de lijn AC. 
Het is duidelijk, dat, waar dit geval het onbepaalde voor- 
stelt, ook de ligging van T op AC onbepaald moet zijn, 
daar de richtingen AT en BT geen snijpunt geven 
(samenvallen) 

P beweegt zich van den cirkelomtrek naar AC: T begeeft 
zich in omgekeerde richting, wat van zelf spreekt, daar 
P en T als toegevoegde punten verwisselbaar zijn. 

Hetzelfde geldt dus voor de verdere nadering van P 
naar B. | 

Volstaan wij met voor een willekeurige ligging van P 
binnen den inspringenden hoek ABC op te merken, dat, 
wanneer de afstand van P tot B vermindert van « tot 
0, die van T tot B toeneemt van 0 tot ow. 

Mocht daarbij de richting PB den omgeschreven cirkel 
snijden, dan zou zich het punt T ergens op het verlengde 
van AC bevinden. Dit zou het geval zijn, in figuur 4, als 
p+C—=180° of m.a.w. als q= A. Op dit geval zullen wij 
verder niet ingaan, als zonder eenig belang voor de 
praktijk. 

Hier worde thans dit opstel beëindigd met de hoop uit 
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een gepast gevoel van eigen nationale waarde op wis- 
kundig gebied. 


NASCHRIFT. Hoewel we ons met dit naschrift begeven 
op een meer speciaal geodetisch gebied, zal dit, hopen 
wij, al was het slechts als curiosum, toch wel de belang- 
stelling van enkele lezers hebben, waar het, al is de vorm 
dan wat ongewoon, toch een zuiver wiskundig onderwerp. 
betreft. Wij geven toe, dat de samenhang met het eigen- 
lijke problema van Snellius wel wat los is ; ook zijn wij, 
zooals nader zal blijken, niet overtuigd van het groote 
nut voor de praktijk. Toch kan behandeling ervan als een 
uitbreiding van Snellius’ vraagstuk beschouwd worden, 
waarom we het dan ook onder dien titel durven onderbrengen. 

Het betreft een minder bekende formule van Delambre, 
(gemakshalve zullen wij ons houden aan de notatie voor- 
komend in figuur 2, met aanpassing van de begrippen: 
coördinaten en azimut aan de in Nederland en Koloniën 
daaromtrent geldende). Die formule luidt: zijn van drie 
bekende punten A, B en C de rechthoekige coördinaten 
respectievelijk #, en ys «pen ys; %, en Ves ZU0e neen 
punt P gemeten tusschen B en A de hoek (— p), tusschen 
B en C de hoek g en stelt (PB) het azimut der EiChiing 
PB voor, dan is: 


(wy). Cot (—p) — (wp). COË g + (Ya Ye) 


En (ys—Ya) - COf (—p) — (ys—Y) « CO q — (Wa-t) 


Opmerkingen: Men zorge er voor — de formule geldt 
voor (PB), zoowel als voor (PA) en (PC) — de relatieve 
waarde der hoeken ín aanmerking te nemen ; waar wij hier 
rekenen met N.O. azimuts, zullen ook hoeken door draai- 
ing in denzelfden zin ontstaan (wijzerbeweging van een 
uurwerk) als positieve; tegengesteld ontstane als negatieve 
gelden. Daarom spreken wij hier o.a. van — p. 

Verder heeft de formule haar geringe bekendheid ver: 
moedelijk te wijten aan haar niet-logarithmisch-te-maken 
vorm, wat opeenhooping van afrondingsfouten kan geven ; 
eenige compensatie ligt echter in ’t feit, dat het een tan- 
gentwaarde betreft, die dus steeds „scherp” iss 
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't Valt in ’t oog, dat, wanneer P ligt op den gevaarlijken 
cirkel, dit ook tot uiting moet komen in bovenstaande for- 
mule, daar (PB) dan natuurlijk onbepaald wordt; de waarde, 
die het tweede lid dan moet verkrijgen, is @. Valt de rich- 
ting PB langs de y-as, m. a. w. is het azimut O° of 1800, 
waarvoor de tangens=0, dan zal de teller de waarde 0 
moeten hebben; evenzoo zal de noemer =0 zijn, als de 
richting PB langs de x-as valt, zoodat de tangens —= oo zij. 

Ten slotte zal de onzekerheid in ligging voor ‘t punt P, 
wanneer het dicht bij den omgeschreven cirkel van A ABC 
ligt, ontstaan, doordat teller en noemer beide zeer kleine 
waarden krijgen, waardoor hun quotiënt dus ook minder 
scherp is te bepalen. In de waarde van het azimut komt 
dus meer speling. 

Wij zouden te lang van stof worden, wanneer wij op al 
deze bijzonderheden meer gedetailleerd ingingen. 

Het bewijs echter voor de formule kwam niet te onzer 
kennisse. Wèl vonden we er een, dat tot de gezochte uit- 
komst leidde, maar op het epitheton: fraai kan dit geens- 
zins aanspraak maken. Gaarne doen wij daarom een beroep 


Fig. 5. 


op een belangstellende ons het bewijs (indien dat van De- 
lambre hem bekend is) of een ander „vlak” bewijs te 
verschaffen. 

Thans volge dus nog de gevonden oplossing, die natuurlijk 


OOM 
m. m. ook van toepassing is op de beide andere richtingen 
of voor een andere combinatie der gegevens. 

Brengen wij de omgeschreven cirkels van ABP en CBP 
aan, dan is hun sniĳlijn PB de richting, waarvan het azi- 
mut te bepalen is. Verbinden we de uiteinden der snijlijn 
DE, die in P loodrecht staat op PB met A, B en C, nl. D 
met A en B; E met C en B, dan is Z/ADB =/ APB en 
ZCEB =/ CPB. Verder zijn de hoeken BAD en BCE recht. 

Trekken wij thans, als in figuur 5 is geteekend door D 
en E een paar hulpassen, evenwijdig aan die van het be- 
trokken coördinatenstelsel, en projecteeren we A, B, C, D 
en E zooals in de figuur is aangegeven, dan kunnen wij 
daarna het 2e lid der formule van Delambre als volgt 
omwerken : 


(zj — 0) ‚ Got (— DT (7 en %) ‚ Cot q si (Ya ern Ye) i, 
Ws — Ya) - cot (— p) — (ys — Yo) -COEg— (rg — A) 


Gr B5%) X (ie VOX (+ po) Chater — 
is ed (ie DE ) —-B5’)X (+ BO) dc) 
Bh bC II all 
BE AB JCE. BO c ee 
Ab” 


—AD.sin BAL” + CE. cos BOW Jac! 
+ AD. cos BAL” — CE. sin BOL’ + a’ 


— AD .eos DAd” + CE. sin CEe' + a’c” 
+ AD.sin DAd” +CE. eos CEE + a/d 


—Ad' HEEa’d!_ — Da” HO’ Had" 
FD Ce Ha! FOd Ed Falen 
DO 


qe d. 


Noot (!) Het is m. í. hier de plaats, een lans te breken 
voor het meer bekend maken van de leerlingen met eenige 
elementaire begrippen, die dadelijk zullen genoemd worden. 
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Het voornaamste doel toch, waarmee een vak als drie- 
hoeksmeting wordt onderwezen, is voor gymnasia (B) en 
hoogere burgerscholen samen te vatten in de bewoordin- 
gen: bijbrengen van voorbereiding voor, en ontwikkeling 
op (later te betreden) meer speciaal mathematisch of tech- 
pisch (praktisch) gebied; voor andere inrichtingen van 
(lager of middelbaar) technisch onderwijs of zelfstudie als: 
het kernis maken met een voor de praktijk onmisbaar 
onderdeel der wiskunde. | 

Voor bijna alle categorieën, waarvoor de trigonometrie 
dus een leervak is, zou het, zonder het leerprogramma 
merkbaar uit te breiden, zijn nut kunnen hebben en zeker 
niet oninteressant zijn, eenige kennis te verkrijgen van 
de begrippen: coördinaten en azimut (dit laatste behoort 
toch reeds in de toegepaste cosmografie thuis), welke on- 
derwerpen wij dan ook als aanvulling van een grondige 
behandeling van het problema van Snellius zouden willen 
zien. 

Noot (?). Wellicht ten overvloede, wordt er de aandacht 
op gevestigd, dat het ondervolgende geenszins de pretentie 
heeft een andere (d. i. betere of fraaiere) oplossing voor 
het problema van Snellius te willen geven, maar — behalve 
de aanspraak, die het maakt in de rij opgenomen te worden 
van de vele grafische bepalingen van een Snelliuspunt — 
hier slechts genoemd wordt voor onderwijsdoeleinden, ten 
einde mede te helpen ons onderwerp van verschillende 
zijden te belichten. 

Noot (*). Een der bewijzen is het volgende: De ontstane 
driehoek T,AB en A CPB zijn gelijkvormig (hoeken gelijk) 


EBT — Seen . Evenzoo zijn A T,BC en A ABP —, of 
HL, en waaruit blijkt, dat BT, =BT,. 


Weltevreden. J. H. GOOSSENS. 
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KXVIL Wiskunde-Onderwijs, 


Nederlandsche boeken over 
Differentiaal=- en Integraalrekening. 


In het Wiskundig Tijdschrift, Jaargang XV, bladz. 193 
werden de bestaande boeken besproken in chronologische 
volgorde : 

F. J. VAES, Graphische voorstellingen. 


De beginselen der Differentiaal- en Integraal- 


rekening. 


(Uitgever P. Visser Azn. Haarlem.) Bij den len druk 


één geheel, bij den 2en druk gesplitst. 
W. J. HEYDEMAN, Wiskundige Hoofdstukken. 
Differentiaalrekening voor den technicus. 
_ Integraal 4 DN " 
(Uitgever A. E. Kluwer, Den 
H. A. DERKSEN, Inleiding tot de hoogere wiskunde. 
(Uitgever W. J. Thieme, Zutphen.) 
Daarop is gevolgd: 

Dr. H. De Vries, Leerboek der differentiaal- en integraal- 
rekening en van de theorie der differentiaalverge- 
lijkingen. 1e deel. 

(Uitgever P. Noordhoff, Groningen.) 
Zie boekbespreking in dezen jaargang, bladz. 73. 
Daarna zijn verschenen: 


le. Dr. W. L. VAN DE VOOREN, Grenswaarden. Eene 
inleiding tot de differentiaal- en integraalrekening. 
(Uitgever P. Noordhoff, Groningen.) . 

De wet van Boyle dient om veranderlijke en constante 
grootheden te onderscheiden, het begrip functie wordt 
ontwikkeld met behulp van een tabel van het gewicht van 
een man op verschillende leeftijden. Met behulp van een 
reeks en van “3 wordt het begrip grenswaarde bijgebracht; 
dit wordt toegepast op het bepalen van de richting van de 
raaklijn aan een parabool; grensstand wordt vergeleken 
met grenswaarde; het begrip differentiaalquotiënt wordt 


ingevoerd. ‘Dit diff.-quotiënt wordt dan bepaald vooreenige 
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functies; daarna wordt het diff-quotiënt bepaald voor een 
som, een product en een quotiënt van twee functies, en 
ook van samengestelde functies. Aan het oppervlak van 
een figuur wordt het begrip differentiaal en integraal ont- 
wikkeld. Als voorbeelden voor berekening van bepaalde 
integralen zijn eenige goniometrische betrekkingen gekozen. 
Nadat de bekende hoofdregels voor het integreeren gegeven 
zijn — ook het partieel integreeren — wordt-de substitutie- 
methode besproken. Daarna volgt de logarithmische func- 
tie, zooals ze ontstaat bij het oppervlak-bepalen van een 
hyperbool; de getallen e en e* worden in het bijzonder 
besproken; als toepassing worden reeksen afgeleid, die. 
voor het berekenen van logarithmen kunnen dienen. 
Daarop volgen verschillende toepassingen : van de e-functie, 
oppervlakken, inhouden, zwaartepunten, maxima en minima, 
reeksen voor sinus en cosinus. 
Verder een kleine 50 opgaven. 


2e. C. WAFELBAKKER. Beknopt leerboek der hoogere wis- 
kunde. No. 20 van de Polytechnische Bibliotheek. 
(Uitgever N.V. Uitg-Mij vh. v. Mantgem en de Does, 
Amsterdam.) 

Dit zegt in een inleiding achtereenvolgens iets van ge- 
tallen, wijze van voorstellen van getallen als T”2, veran- 
derlijke en constante grootheden, functies, voorstelling van 
deze door tabellen en vergelijkingen en graphisch (para- 
bool, hyperbool, cirkel, ellips). Dan wordt de vergelijking 
van de rechte lijn afgeleid, en die van cirkel en kegel- 
sneden, waarna weder graphische voorstellingen volgen 
van aantallen inwoners en electriciteitsverbruik, en opgaven 
van gemengden aard. De schrijver keert dan terug tot de 
rechte lijn, die volgens de methode der analytische meet- 
kunde wordt behandeld (ook de hoek van twee lijnen wordt 
bepaald). Daarna wordt iets gezegd omtrent het begrip 
grens, oneindig klein en oneindig groot. 

De differentiaalrekening begint met twee grondbegin- 
selen, herinnert aan de definitie van vloeiende functies, 
spreekt over het getal e,‚ over differenties en afgeleide 
functie, differentiaal en differentiaalquotiënt met toepassing 
op x”* en nep.logw, differentialen van samengestelde 
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functies, van een product, van een quotiënt, van x” voor 
voor alle waarden van mm, van cyclometrische functies, 
van een functie van een functie, van ingewikkelde functies. 
Verder worden afgeleiden van hoogere orde genoemd, 
eigenschappen van differentiaalquotiënten, het verband 
tusschen goniometrische en exponentiëele functies, onbe- 
paalde vormen, maxima en minima. Daarop volgen meet- 
kundige toepassingen: vorm van een kromme lijn, merk- 
waardige punten, kromming; en werktuigkundige en 
natuurkundige toepassingen. | 

De integraalrekening wordt beschouwd als omgekeerde 
van de differentiaalrekening en begint met onbepaalde en 
bijzondere integraal ; waarop de verschillende regels volgen 
(ook substituties), het integreeren van rationeele vormen; 
bepaalde integraal; deze beschouwd als som, en als opper- 
vlak (toepassing op cycloïdĳe met hulpveranderlijke); 
lengtebepaling ; zwaartepunten ; arbeid, traagheidsmomen- 
ten, wrijving, uitrekking, buiging. 

Verder hydraulica: uitvloeien van water; natuurkundige 
toepassingen: wet van Newton, aantrekking van een punt 
door een lichaam; en ten slotte differentiaalvergelijkingen. 


Men ziet bij deze twee schrijvers weder geheel andere 
opvattingen dan bij de vier voorgaande. Bij v. W. met 
zeer weinig voorbereiding het differentiaalquotiënt en na 
ontwikkeling daarvan de integraal als oppervlak, daarna 
e uit een oppervlak afgeleid. Bij W. allerlei onderdeelen 
van analytische meetkunde, het getal e dadelijk op den 
voorgrond gesteld, en gebruikt bij latere afleidingen, de 
integraal beschouwd als omgekeerde van een differentiaal, 
en veel later — incidenteel — als oppervlak. 


NASCHRIFT. 


Toen in Jaargang XV, bladz. 198 de boeken besproken 
werden, die op dat oogenblik bestonden, was er nog geen 
sprake van, dat de D.- en I-rekening leervak zou worden 
op H.B.S. of Gymnasia. In het najaar van 1919 is echter 
de D- en I-rekening op het programma gebracht van het 
Gymnasium, en dus moeten boeken over dat vak vallen 
onder de bepaling van het Wiskundig Tijdschrift, dat van 
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Hollandsche schoolboeken geen recensie wordt gegeven. 
De Redactie van het W. T. behoudt zich dus voor, om 
later verschijnende leerboeken over D. en I-rekening (er 
zullen nu wel zwermen komen volgens het aloude recept 
voor het samenstellen van leerboeken) al of niet te recen- 
seeren naar gelang het haar voorkomt, dat de boeken al 
of niet boven het onderwijs op een gymnasium uitgaan. 

De bestaande boeken zijn door ondergeteekende objectief 
besproken; er is niet gezocht naar fouten; wie voor een 
keuze staat, beslisse zelf. 

De strijd voor de invoering van de D. en I-rekening, 
bescheven in Jaargang XIV, bladz. 123 van het W.T, 
begint ten einde te loopen. (Men zie ook bladz. 131.) 

Werd er overgegaan tot het invoeren van facultatieve 
vakken op de H. B. S., dan zou ongetwijfeld op verschillende 
scholen de D.- en L-rekening worden behandeld met die 
leerlingen, welke er later nut van kunnen hebben. 

Men zou er om moeten denken, dat a.s. biologen, doctoren 
en apothekers, scheikundigen enz. niet werden uitgesloten ; 
zij hebben allen later op een of ander oogenblik te maken 
met veranderlijken. (Ook in de staathuishoudkunde begint 
de D- en L-rekening zich in te werken.) 

Met al dezen behoeft men niet ver te gaan; zij behoeven 
geen kromtestralen en zwaartepunten te bepalen; het 
oplossen van vergelijkingen betreffende reacties is voor 
hen voldoende. In den eersten druk van het boek van 
ondergeteekende waren een aantal van zulke vergelijkingen 
opgelost; er werd echter geen merkbaar belang in gesteld 
van de zijde der scheikundigen, en daarom werden zij uit 
den tweeden druk weggelaten, doch toen werd in een 
recensie dat weglaten betreurd. 

‘ Met leerlingen, die aanleg hebben voor wiskunde, en 
daarin willen doorgaan, kan men natuurlijk zoover gaan 
als de tijd en het bevattingsvermogen toelaten. 

F, J. VAES. 
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Application of direct analysis to pulsating 
and oscillating phenomena - 


DOOR 
DR. IR. JOHANNA H. M., MANDERS (Den Haag). 


„Aan het verzoek der Redactie van het Wiskundig Tijd- 
schrift, om een kort overzicht te geven van den inhoud 
van bovengenoemd proefschrift, heb ik gaarne getracht 
op onderstaande wijze gevolg te geven. 

Allereerst kan worden opgemerkt, dat de eerste drie 
hoofdstukken gewijd zijn aan de theoretische behandeling 
van reeds bestaande diagrammen en analytische methoden, 
gebruikt voor het voorstellen van en bepalen van puls 
seerende verschijnselen eenerzijds en het nieuw in te 


voeren stelsel Ron anderzijds, dat is eene analyse in twee 


afmetingen en wel bij ten grondslag legging van de ortho- 
gonale transformatiegroep. 

Deze nieuwe analyse is zoodanig gekozen, dat zij een 
volledige geldigheid bezit voor het gebied van genoemde 
verschijnselen, dus is de analyse, behoorende bii dit gebied. 

Het vierde en vijfde hoofdstuk geven toepassingen van 
deze directe analyse op electrotechnisch gebied, terwijl 
het zesde hoofdstuk nog eenige toepassingen geeft van het 


door Schouten gepubliceerde stelsel Rs, de analyse in 


twee afmetingen bij dezelfde transformatiegroep, doch alleen 
lineaire grootheden omvattend. 

We zullen nu overgaan tot de bespreking van den inhoud 
der hoofdstukken afzonderlijk. 

Het eerste hoofdstuk behandelt de welbekende vector! 
diagrammen, die in de electrotechniek gebruikelijk zijn en 
de rekenwijzen, die daarbij gevolgd worden. Een over- 
zicht wordt gegeven van de differentiaalvergeliĳjking, die _ 
geldig is voor een wisselstroomketen in het algemeen. 
Tevens wordt de grafische oplossing hiervan behandeld. 
De energie van een dergelijke keten wordt besproken en 
oscilleerende stroomen worden even aangehaald. 
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Het tweede hoofdstuk houdt zich bezig met de analyti- 
sche behandeling door middel van gewone complexe ge- 
tallen van sinusvormig pulseerende grootheden van gelijke 
frequentie. Daartoe wordt de optelling van complexe ge- 
tallen vergeleken met die van pulseerende grootheden en 
de correspondentie tusschen beide aangetoond.  Draaiing 
van het assenstelsel heeft op de bewerking „optelling” 
geen invloed. Daarna komt de vermenigvuldiging tersprake. 
De vermenigvuldiging van complexe getallen blijkt afhan- 
kelijk te zijn van het assenstelsel en geeft dus geen resul- 
taat, dat correspondeert met een belangrijke verbinding 
der sinusvormige verschijnselen, daar deze, physische 
grootheden zijnde, natuurlijk niet van een assenstelsel af- 
hankelijk kunnen zijn. Het reöele vermogen van een wis- 
selstroomketen en tevens het dubbelperiodische deel van 
het vermogen kunnen met de complexe getallen niet 
verkregen worden. 

Enkele kunstgrepen om dit euvel te ondervangen worden 
medegedeeld. De toepassing van het scalaire- en vectorieele 
product uit de gewone vectoranalyse komen ter sprake. 
Aan het slot van dit hoofdstuk wordt echter opgemerkt, 
dat in geval men zonder moeilijkheden en verwarring wil 
werken een analyse voor deze verschijnselen moet worden 
opgesteld, die er volledig voor geldig is, evenals andere 
analyses dat zijn, voor een ander gebied van grootheden. 

Het derde hoofdstuk geeft de afleiding van de verlangde 
analyse. Eerst wordt een overzicht gegeven van het 
Klein’sche principe voor het classificeeren van meetkun- 
den en van meetkundige grootheden en van grootheden 
naar haar hoofdrang. De stelsels voor lineaire grootheden 
in twee en drie afmetingen worden in ’t kort besproken, 


het stelsel R, wordt toegepast op pulseerende grootheden, 


maar daar dit stelsel alleen lineaire grootheden omvat is 
het niet in staat het geheele gebied der verschijnselen te 
beheerschen. Daarom wordt het eenvoudige stelsel R‚, gn 
behandeld, waarin een scalar M en alle hoogere hoofd- 
rangen der grootheden omvat zijn. De rekenregels van dit 
Stelsel zijn afgeleid. Een meetkundige voorstelling wordt 
gegeven van zuivere grootheden van hoogeren hoofdrang 


ez, 
Mgr 
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als machten van vectoren. De grootheden van hoogeren 
hoofdrang worden later geïdentificeerd met de hoogere 
harmonischen der pulseerende verschijnselen. Deze zijn 


dan meetkundig voor te stellen in hetzelfde diagram waarin 
ook de enkelvoudig periodische grootheden worden uitgezet. 


Het symmetrische produkt van Ry Van den pden 


hoofdrang wordt in een reeks van zuivere grootheden 
ontwikkeld. Iedere grootheid van den pen hoofdrang kan 
geschreven worden als een som van producten, bestaande 
uit p factoren, of als een product van p ideale vectoren. 
De formule geeft dus ook de ontwikkeling van een alge- 
meene grootheid van den pden hoofdrang als de factoren 
als ideaal beschouwd worden. Daar de symmetrische ver- 
menig vuldiging commutatief is, kan namelijk een algemeene 
grootheid voorgesteld worden als een macht van een ide- 
alen vector. Dus kan iedere grootheid in dit stelsel geschre- 
ven worden als een som van zuivere grootheden. De 
rotorscalar V == D is uit het stelsel verdwenen, doordat 


de vermenigvuldiging « commutatief is. Deze vermenig- 


vuldiging levert tezamen met « de symmetrische verme- 


nigvuldiging op. Er bestaat een gedeeltelijke correspon- 
dentie tusschen de vermenigvuldigingen „ en « en de 


puntaftrekking en optelling van Möbiíus. Breiden we dit 
stelsel tot een algemeener uit, dan komt de volledige 
overeenkomst voor den dag. De gebroken, irrationeele en 
complexe hoof drangen moeten toegevoegd worden en tevens 


À 


wordt er onderscheid gemaakt tusschen den pden en — pden 


hoofdrang, daar zij een verschillende oriënteeringswijze 
bezitten bij de aequiforme transformatiegroep. Het daar- 


door verkregen stelsel heet het volledige systeem Ko 


De vermenigvuldiging „ is nu niet langer commutatief en_ 


de rotorscalar V komt dus in dit systeem wel voor. Daar 
hier echter alleen orthogonale transformaties ter sprake 
komen, kunnen de pde en — pde hoofdrang geidentificeerd 
worden, waardoor een ander stelsel ontstaat, het uitge- 


breide stelsel R, Waarin dus « commutatief is, V niet 
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voorkomt en dat bovengenoemde toegevoegde hoof drangen 
bevat. Dit stelsel wordt gebruikt in de volgende bladzijden 
van het boek. De grootheid D = V die overeenkomt 
met den differentiaal operator van Cauchy wordt later aan 
het stelsel toegevoegd door middel van een nieuw gede- 
finieerde vermenigvuldiging —| die niet associatief is met 
betrekking tot de symmetrische; maar wel in zichzelf en 


die past in het stelsel Ry he Verder wordt nog een over- 


zicht gegeven van de minimaalvectoren ende producten 
ervan en verschillende overschuivingen besproken. Op het 
eind wordt een symbolische behandeling van de reeks 
van Taylor gegeven. 

Hoofdstuk IV geeft toepassingen van de bovenvermelde 
theorie op stroomketens, die discontinu verdeelde Ohmsche 
weerstanden 7, zelfinducties / en capaciteiten c bevatten. 
Gebruik wordt gemaakt van algemeene impedanties en 
admittanties, voorgesteld door oneindige reeksen in M en D 
De omzetting van deze reeksen in kettingbreuken, die 
correspondeeren met bepaalde combinaties van 7, en c, 
wordt nagegaan. Daardoor zijn algemeene impedanties enz. 
soms bij benadering door bepaalde combinaties van #,l en 
c weer te geven. De verschillende voorkomende stroom- 
en spanningsvormen worden besproken en toegepast. 

Hoofdstuk V geeft de toepassing van de theorie op de 
verschijnselen bij lange leidingen. De optredende vrije 
oscillaties zijn besproken voor verschillende stroomvormen. 
‚ Tevens zijn aequivalente schakelingen behandeld en ver- 
schillende diagrammen en grafische voorstellingen worden 
gegeven voor het verloop van stroom en spanning. 

Hoofdstuk VI geeft nog eenige toepassingen van de in 
het systeem R, voorkomende bewerkingen: optelling en 


vermenigvuldiging. Een paar kinematische problemen zijn 
besproken en verder in het kort de veldentheorie voor 
twee afmetingen. De wetten, die in twee afmetingen cor: 
releeren met die van Stokes en Gauss in drie afmetingen 
zijn weergegeven en op het laatst komt het theorema van 
Green ter sprake. Het boek sluit met de opmerking, dat 
men in gevallen, waarbij grootheden van hoogeren graad 


voorkomen in twee afmetingen nu niet het stelsel KO 
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mag gaan toepassen, daar dit hier voor een speciaal doel 
is afgeleid, doch dan weer voor die gevallen de bijbehoo- 
rende analyses moet gaan bepalen. 


Benaderingsconstructie voor den regelmatigen zevenhoek, 
tot elken gewenschten graad van nauwkeurigheid 


DOOR 
KAREL H. DE HAAS (Rotterdam). 


Trek in O een cirkel met straal 7, beschrijf het omge- 
schreven kwadraat ABCD, en construeer op de basis AB 
den geliĳjkzijdigen driehoek EAB. 

Dan is het stuk van den cirkelomtrek, dat binnen den 
gelijkbeenigen driehoek valt, bij benadering gelijk aan twee 
zevenden van den cirkelomtrek. 

De volgende berekening toont dit aan. | 

Wij noemen de snijpunten van EA en EB met den cir- 
kelomtrek F en G, en het raakpunt van boog FG met 
basis AB noemen we H. 

Trek EOH, OB en OG. 

In driehoek OGB berekenen we uit de vergelijking 

PISTON 
rar sin ZG? 
dat Z BOG =6° 28’ 15”. 

Hieruit volgt, dat / HOG = 51° 28’ 15”, 

Dit nu is 232’ meer dan 51° 25’ 42,86, zijnde af 

Hier dient te worden opgemerkt, dat EH — 1,713205 r. 

Het ligt voor de hand, dat we het snijpunt G- van den 
cirkelomtrek met de lijn EB een willekeurig gedeelte 
boogs nader bij het punt H kunnen brengen, door de lijn 
EB in het punt B naar H te draaien. 

Er zal dan één stand voor de lijn EB zijn, waarbij 

LZ GOB = 51° 25’ 42. 86’ — 450 — 69 25/42, 86 is. 
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Bij deze draaiing van EB verkorten we tevens EH. 
Wanneer we nu EH inkorten tot E‚H == 1.73005 #, dan is 
Z EBH = 59° 58’ 16.74”, en dan is Z BOG == 6° 25’ 42.86”, dus 


/ HOG —= 51° 25’ 42,86” — en 


Deze inkorting van EH —= 1.73205 r 
tot E‚H —=1.73005 r 


kunnen we bewerkstelligen door een lijn EE, —= 0.002 7 
op de lijn EH af te zetten. 

Het zou dus aanbeveling verdienen om in den aanvang 
er dadelijk op te letten, dat we r gelijk maken aan 500 EE, 


Ken gedachte van Archimedes wederom opgevat, 


DOOR 
W. P. THIJSEN (Rotterdam). 


Het verhaal gaat, dat tarwekorrels, gedurende duizenden 
van jaren in een Egyptische pyramide verborgen, niets 
van haar kiemkracht bleken te hebben ingeboet. Aan 
dit verhaal denkt men onwillekeurig bij kennisname van 
de verrassende resultaten, die eenigen tijd geleden uit een 
vrijwel vergeten stelling, van Archimedes (+ 212 v. En 
afkomstig, zijn afgeleid. *) 

Zij w« de omtrek van een cirkel (met straal R), waarom- 
heen, zoowel als waarin een regelmatige veelhoek met 
n.2’ zijden beschreven is.” Stelt men de omtrekken van 
beide veelhoeken voor door a, en b,, één zijde er van 
door «, en £, 

‘ Men heeft dan de stelling : 
IL, a, ds harmonisch middelevenredig tusschen a, en b,; 
by, îs meetkundig middelevenredig tusschen b, en a,,1 


1) H. Dorrie: Eine Ergänzung der Archimedischen Kreis- 
messung. Zeitschr, f, Math, u. Naturw, Unterricht, Febr. 1918, 


Wiskundig Tijdschrift, 16e Jaargang. 12 
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Den lezer wordt verzocht de volgende figuur te teeke- 
nen: een rechthoekigen driehoek MAC (/C=90°) met de 
bissectrice ME van hoek M,CB | ME (Bop MA), BD | MC. 
Daarin zijn: 

AG == tas EC =fa, 415 BD Am BC = 6,41: 
Omdat AE: EC = AM: MC is, heeft men: 

(a, — ay, it AM: BM 
Eee dese AMS kt L 
Ep NE 2AC.BM  « B 
Nu komen de zijden «,‚j tweemaal zooveel voor als de 
zijden «,, zoodat dus: 


of 


1 1 2 
Ne 1 
Ù5 ej Uyl 1 
2a b 
vv 5 
of a,b, eee Eed ek de Zh rd (1/) 


Verder is A CBD > A ECF, waaruit volgt: 
B, OER een. 


Hieruit vindt men: 


bjiá | 
Dn (2) 
yd-1 
Wij hebben nu bewezen, dat in de reeks: 
As, Dos A1, Dis Ga, Doyeveen. RC) 
iedere term — te beginnen met a, — atiadetenn Ree 


nisch en meetkundig middenevenredig is tusschen de beide 
voorgaande. 

Onmiddellijk volgt hieruit, dat, bij toename van v, 
a, afneemt, b, toeneemt, maar toch steeds b, KIT dan 
a, blijft. 

Neemt men nu de bekende eigenschap te baat, dat van 
2 (positieve) grootheden de rekenkundig middenevenredige 
grooter is dan de meetkundig middenevenredige en deze 
weer grooter dan de harmonisch middenevenredige. 

Uit (1) ORE dan : 

a,b, > Ay”: …(4) en a fortiori a,b, ) Batt. (5) 


terwijl men uit (2) verkrijgt: 
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Ì N 
by dl «er (6) enz) pn Tee () 


Hiermede kan men de volgende stellingen bewijzen : 


IL. a, en b, naderen, als men 7 onbegrensd laat toenemen, 
tot dezelfde limiet, 


Trekt men nl. (2) tweemaal van (5) af, dan vindt men 
gemakkelijk : 


1 dy 
Uji bg BEBA (antr Diaken nt) 
Omdat a, > a, > b, > bo is, volgt hieruit : 
ao \v 
ab (a) ab) © 


Nu is — zelfs voor den in- en omgeschreven regelmati- 
gen driehoek — a, steeds kleiner dan 4b,, zoodat geldt: 


Lim (a, —b)=0, 
mied 


hetgeen bewezen moest worden. 


HI. Men heeft voor u twee benaderde uitdrukkingen waar- 
van de eene kleiner, de andere grooter dan u is. 

Hiertoe telt men (1) en (7) samen en vermenigvuldigt 
men (2) met (4); na eenige herleiding vindt men dan: 

Ay Ovl a, by 
eat TS 


| da, b, 
d. w. z.: bij onbegrensde toename van y neemt VIERT 


steeds toe, terwijl B a,b? dan voortdurend afneemt. Beide 


uitdrukkingen hebben w tot limiet, zoodat men de onge- 
lijkheid heeft: 


da, by, 


An NE Se 


welke zich — blijkens de snelle convergentie volgens (8) 
= zeer goed tot een benadering van z leent. 
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— Het voorafgaande kan men zonder meer £) op cirkel- 
bogen uitbreiden; immers werd bij de afleiding geen ge- 
bruik ervan gemaakt, dat / AMC een geheel aantal malen 
op 180° begrepen is. Verdeelt men een boog 2Rp in 2? 
gelijke deelen en verstaat men ditmaal onder b, de ge. 


zamenlijke lengte der 2” bijbehoorende koorden, onder a, 
de gezamenlijke lengte van den raaklijnen-polygoon, dan 
blijft ongelijkheid (11) van toepassing. 

Men kan hierbij ook goniometrische functies invoeren. 


Zoo is, als kortheidshalve a en b voor a° en b, wordt 
geschreven: 


b 9 
080) 


terwijl de straal bedraagt : 
Bi Ad ab 
7 2sine 2 (a? —b°) 

Eindelijk zijn de algemeene termen der reeks (3): 
a,=TIRtg2"’p..….(14) en b‚2" TL Rsin2 ’p.. (15) 
hetgeen inderdaad 2Re tot limiet heeft of in a en b uitge- 
drukt: Rp = gs jn PE cos son 06) 

Voert men (14) en (15) voor v =0 in de ongelijkheid (11) 
in, dan heeft men: 

Dorp (PCH tg o sing, Ae 
in overeenstemming met de benaderingsformules van 
Nicolaas van Cusa (f 1464) en Orontius Finäus (+ 1555), 
welke laatste formule ook wel die van Maskelyne genoemd 
wordt. Bedenkt men, dat het meetkundig gemiddelde, ook 
van 8 grootheden, kleiner is dan haar rekenkundig ge- 
middelde, dan heeft men hiermede ook de minder sterke 
benaderingsformule van Snellius (f 1626) verkregen: 

p<h(tept-2sinp) . . . . . « (18) 

Deze is trouwens ook door samentelling van (5) en (6) 

af te leiden. 


(13) 


1) Dit geldt behoudens voor het onder II gezegde. Neemt men 


0949! gron rt e 
nl. een boog 2p ) 151 2’ 42’, dan is EI ERI „LL Gevoe 
gelijk blijve achterwege, hoe dan de bewijsvoering luidt, 
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— De reeks (3): 
2ab Za 
a, b, ab’ atb’ ONZ ets Ars (5) 


is schijnbaar niet alleen naar den inhoud, maar ook naar 
den vorm geheel onafhankelijk van de wegens (12) gel- 
dende beperking: Oera 6 nere oe (120) 

Geheel juist is dit echter niet. el nk we, om dit in te 
zien, voor b>a(l4)en{(15)in a en b ibu Ren. Men heeft 
vooreerst wegens (12) volgens de theorie der functies van 


complexe hoeken: 
22 

Rn si 108 A Ate 

waarin m een geheel getal eat 
Omdat nu de gezochte uitdrukkingen blijkbaar weer 
reöel moeten zijn en R volgens (13) zuiver imaginair is, 
moet dit laatste ook met de goniometrische functies in (14) 
en (15), als ook met haar argumenten, het geval zijn, d.w.z. : 
Dr Oee meet (19%) 


Stellen we eenvoudigheidshalve: 


2 Aen 2 2D zet 
nde LE EN Teen Gn Len (20) 
dan vindt men ten slotte: | 
2 ab Oe tORK ee Ptab (eed 
ad, == V(b?—a?) . det … (21) P b,= AE a) (25) 


Verrassend is, dat deze formules voor het geval b { a niet 
op eenvoudige wijze zonder complexe grootheden zijn te 
schrijven, als men tenminste niet als boven van gonio- 
metrische functies wil gebruik maken. 

Men kan zich vervolgens afvragen, of de uitdrukkingen 
(21) en (22) tot dezelfde limiet naderen. Wijl hier geldt: 
a, < by, 
kan (8) ons niet meer van dienst zijn. Met behulp der 
uitdrukkingen (20) kan men evenwel gemakkelijk vinden: 

b,— a ten 
Jy LE EEN) 


hetgeen inderdaad 0 tot limiet heeft. 
Men kan dus ter bepaling van de limiet volstaan met 
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(22), welke uitdrukking voor v = oo onbepaald wordt. 
Met den regel van Hôpital vindt men: 
De 
rr 5 de gea a?) (24) 

hetgeen men ook verkrijgt door van (13), (16), (19) en (19%) 
gebruik te maken. 

Bovenstaande formule (24) kan nu ook tot het berekenen 
van logarithmen dienen. Stelt men b.v. 


aps D= Al 

en deelen we alle termen der reeks (3) door 
ab sn SPADE) 26 
Vb) pe (pj WES AA 


dan krijgen we ter berekening van logp een reeks, waar- 
van de termen afwisselend te groot en te klein zijn. 
Zoo heeft men voor de berekening van log 2 = 0,693... 
de hon 
80,66 ...; JV 20,10. 43 — A OOS ERO 
Ook En rodlne, met an, benaderingsformules af te 
leiden, o.a: 
ö (p? mf le} Pa at 5 
prkipi SLED grapte rij «CD 
welke voor kleine waarden van p goed voldoet, b.v. : 
0,692 AOL 20 De 
Door hoogere termen der reeks te nemen verkrijgt men 
betere benaderingen, terwijl men ook formules voor den 
bereikten graad van nauwkeurigheid kan afleiden. 


Boekbespreking, 


JAMES BYRNIE SHAW. Lectures on the philosophy of mathe- 
matics. 

Chicago and London, The Open Court Publishing Com- 
pany, 1918. 

In het voorjaar van 1915 hield de schrijver lezingen voor 
studenten van de Universiteit van Illinois; de hoorders 
waren niet alle studenten in de wiskunde, zoodat de schrij- 
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ver niet diep kon ingaan op de hoogere gedeelten van de 
wiskunde. Daardoor is het voordeel verkregen, dat het 
boek niet slechts leesbaar is voor hen voor wie wiskunde 
een studievak is, maar ook voor belangstellenden, die hun 
inzicht willen verruimen. 

De schrijver stelt vijf vragen ter beantwoording: 

le. de inhoud van de wiskunde en hare ontwikkeling ; 

2e, de grondslagen van de wiskunde; 

3e. de werkelijkheid van de wiskunde; 

4e. de methoden der wiskunde; 

5e. de grenzen van geldigheid van de wiskunde. 

De definities, welke tot nu toe van de wiskunde gegeven 
zijn, omvatten elk slechts een gedeelte er van. Daarom 
maakt de schrijver onderscheid tusschen statische wis- 
kunde, omvattende: 


getallen, dus leidende tot rekenkunde, 
figuren, 5 „ meetkunde, 
rangschikkingen, , ie wee „ taktiek, 
onderstellingen, „ „ logistiek, 

en dynamische wiskunde, Om atardes 
operators, dus leidende tot groepentheorie, 
hypergetallen, „ je „ algebra, 
processen, 8 e „ vormveranderingen, 
stelsels, d 5 „ algemeene opvattingen. 


De onder 2e. genoemde eigenschappen splitst de schrijver 
in vieren: 

le. vorm, de bijzondere eigenschap van figuren ; 

2e. onveranderlijkheid, de gemeenschappelijke eigen- 
schap van een of andere klasse van grootheden; 

3e. functie-verband, de overeenkomst van een klasse 
grootheden met een andere klasse ; 

de. idealiteit, de oplossingen van stellingen. 

De methoden der wiskunde verdeelt hij eveneens in vieren: 

le. wetenschappelijke, leidende tot algemeen maken, en 
uitbreiding van den gezichtskring ; 

2e. intuitieve, leidende tot dieper inzicht; 

de. deductieve, - „ „ scherpe vormgeving ; 

4e. inventieve, % „ het ideale en tot het scheppen 
van nieuwe gebieden. 

Achtereenvolgens bespreekt de schrijver de verschil 
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lende uitbreidingen, die aan het begrip getal zijn gegeven, 
de ruimte en de verschillende opvattingen van de meet- 
kunde (de vier gezichtspunteu van Russell, Bôcher, Poin- 
caré en Hadamard), rangschikkingen, logistiek en de 
herleiding van de wiskunde tot logica (de zes wetten van 
Boole, de opvattingen van Pierce en van Peano), operators 
en de herleiding van de wiskunde tot algorithmen ; hyper- 
getallen en de herleiding van de wiskunde tot algebra ; 
processen (handelwijzen) en de herleiding van de wiskunde 
tot vormveranderingen; het maken van gevolgtrekkingen 
en de herleiding van de wiskunde tot een stelsel van logica, 
vorm als grondbeginsel, de theorie van invarianten, de 
wiskunde als de theorie van functies, de theorie van ver- 
gelijkingen, de bronnen der wiskundige werkelijkheid, de 
methoden der wiskunde, de waarde van de wiskunde. 
Ten slotte geeft de schrijver een indeeling van de wis- 
kunde in den vorm van een tabel met twee ingangen. 


MARTIN GRÜBLER. Lehrbuch der technischen Mechanik. 
Zweiter Band: Statik der starren Körper. 

Berlin, Julius Springer, 1919. 18 M. 

Van het in afl. 1 besproken boek is het tweede deel 
verschenen, dat de statica behandelt. De schrijver bespreekt 
eerst de natuurkundige grondslagen van de mechanica en 
gaat dan over tot het begrip kracht. Daarbij spreekt hij 
een opvatting uit, die in geen ander boek wordt aange- 
troffen ; het woord gewicht identificeert hij met massa, omdat 
men bij het gebruik van een weegschaal de massa’s ver- 
gelijkt, maar in het dagelijksch leven het woord gewicht 
gebruikt, in de sleur blijvend, van een, een paar eeuwen 
geleden gemaakte veronderstelling, dat het gewicht onver- 
anderlijk zou zijn. In verband daarmede stelt hij het 
dynamische maatstelsel boven het statische. 

Na de theorie van het zwaartepunt volgt onmiddellijk 
die van de traagheidsmomenten van vlakke figuren en van 
lichamen ; dan middelpuntskrachten, samenstellen van 
krachten, arbeid, evenwicht bij een vrij bewegend punt, 
en bij een niet vrij beweeglijk. 

Er wordt iets gezegd van graphostatica, zonder dat er 
voorbeelden van practische toepassing worden gegeven ; 
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evenzoo worden buigende momenten en afschuivende 
krachten behandeld zonder toepassing op de practijk. 

Dan gaat de schrijver verder met evenwicht bij een vrij 
beweegbaar vast lichaam (centraalas, dyname. dyade), bij 
niet vrij beweegbare lichamen, en komt zoo tot vakwerken, 
waaromtrent theoretische beschouwingen worden gegeven, 
en tot stangenvierhoeken. 

Van de wrijving worden daarna de hoofdzaken vermeld. 


LEON LECORNU. La mécanique. Les idées et les faits. 
Paris. Flammarion 1918. 

Het boek maakt deel uit van de Bibliotheque de philo- 
sophie scientifique in den bekenden handigen vorm. De 
schrijver begint te spreken over gezond verstand, dat door 
Pascal tegenover het meetkundige verstand werd gesteld ; 
over onze ruimte en andere ruimten, over den tijd als 
vierde dimensie, door d'Alembert reeds in 1754 vermeld, 
Daarna stelt hij de grenzen vast van het gebied der 
mechanica. 

Aan de meetkunde ontleent de mechanica de theorie van 
de beweging, van de vectoren en van de massa's, deze 
laatste voor wat betreft zwaartepunt, traagheidsmoment, 
potentiaal, kinematika (parallelogram van Watt, ruit van 
Peaucellier, Cardan-koppeling, differentiaalwerk), het rela- 
tiviteitsbeginsel waarbij verwezen wordt naar een artikel 
van Brillouin in Scientia 1913, en van Langevin in Scientia 
1911; (L. kan zich niet vereenigen met alle opvattingen 
van de relativisten). 

Een kort geschiedkundig overzicht volgt van af Aris- 
toteles over Leonardo da Vinci, Stevin, Galilei, Huygens, 
Wallis tot Newton. 

Daarna worden de grondstellingen der mechanica be- 
sproken als inleiding tot het begrip kracht (iemand, die 
slechts kon zien, maar geen gevoel had, zou nooit tot het 
begrip kracht kunnen komen, een blinde komt er zeer 
spoedig toe); dynamische en statische opvatting) en het 
begrip massa. De schrijver vermeldt, dat C. Mach heeft 
aangetoond, dat men het begrip kracht kan ontberen. 

De algemeene aantrekkingskracht met de wetten van 
Keppler wordt besproken; daarbij komt de verplaatsing 
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van het perihelium van Mercurius ter sprake, waarvoor 
verschillende oorzaken gezocht zijn, terwijl Einstein de 
oplossing schijnt te hebben gegeven. 

Inertie-krachten en schijnbare krachten besluiten dit 
gedeelte van het boek. 

Bij de statica bespreekt de schrijver virtueelen arbeid, 
passieve weerstanden, elasticiteit; bij de dynamica de 
algemeene theorema’s, het principe van d'Alembert, de 
analytische meetkunde, de energetica, beweging van vaste 
lichamen (gyroscopie) botsing; bij de mechanica van 
vloeistoffen, de hydrostatica, de hydrodynamica, de hydrau- 
lica; bij de machines: algemeene beschouwingen, levende 
motoren (hierbij komt het Taylorstelsel ter sprake), wind- 
motoren en hydraulische motoren, thermische motoren. 
Ten slotte bespreekt de schrijver de toekomst van de 
theorieëmr der mechanica en van hare toepassingen. 
Omtrent dit laatste heeft de schrijver zeer bijzondere 
beschouwingen. 


H. VIGNERON. Les applications de la physique pendant 
la guerre. Paris. Masson et Cie. 

Ongetwijfeld zal dit boekje de aandacht trekken van 
leeken- en van deskundigen. Op populaire wijze bespreekt 
het verschillende toestellen en inrichtingen, die in den 
oorlog zijn toegepast, en waarvan verscheidene tijdens den 
oorlog zijn gevonden. De schrijver vermeldt het geven van 
seinen met behulp van licht (projecteurs), optische tele- 
grafie, reflecteurs; vuurpijlen, lichtende bommen, verlich- 
ting van vliegkampen; kijkers voor ver-zien, periscopen 
(voor loopgraven, voor de marine en panoramische); af- 
standsmeters ; photographie richttoestellen, het onderzoek 
van photographieën; vliegtuigsignalen; luchtdruk, weer- 
stand van onderdeelen van vliegtuigen, van bestuurbare 
ballons, druk op hallen, weerstand bij groote snelheden; 
snelheidsmeting; het bombardeeren van uit een vliegtuig ; 
bestuurbare ballons; onderzeebooten ; de baan van projec- 
tielen ; de Bertha; de photographie van bewegende pro- 
jectielen; het geluid van het kanon; het verslijten van 
kanonnen; de uitwerking van projectielen ; de ontploffings- 
middelen; opzoeken van niet-ontplofte projectielen; de 
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affuiten en het terugloopen van kanonnen; de gyroscoop 
(stabilisatie van vliegtuigen en booten); draadlooze tele- 
graphie; het afluisteren; de rol van den Eiffeltoren; 
radiographisch onderzoek van gewonden. | 

Het boek, dat zich aangenaam laat lezen, is ruim voor- 
zien van fraaie figuren; ook de druk is zeer netjes. 

In de voorrede wijst de schrijver er op, dat vóór den 
oorlog een aantal uitvindingen werden tegengehouden, 
door de militaire administratie, en dat door den oorlog 
vele theoretici zich gekeerd hebben naar de practijk. 


Dr. HK. DE VRIES. Leerboek der beschrijvende meetkunde. 
Deel I, tweede druk 1919. Delft. J. Waltman Jr. 

Deze tweede druk heeft een anderen vorm dan de eerste, 
wat de afmetingen betreft. 

De groote atlas is vervangen door een van kleiner 
formaat, van dezelfde grootte als de tekst. De inhoud heeft 
slechts weinig veranderingen ondergaan; de schrijver 
noemt ze in zijn voorrede. 

Het eerste deel bespreekt de centrale projectie, de per- 
spectief, scheeve parallelprojectie, axonometrie, cavalière 
perspectief ; en daartusschen in, de overgang van per- 
spectief op rechthoekige projectie. 

Er moet op gewezen worden, dat het boek meer de 
wetenschappelijke zijde houdt, dan de practisch-technische, 
zoodat het voor hen, die voor een teekenakte studeeren 
aan de zijde veel te veel, en aan de andere zijde veel te 
weinig geeft. Wie het echter te doen is, om een goed 
inzicht te verkrijgen in de verschillende projectiemethoden, 
neme het boek ter hand 


FRANK W. BARTLETT and THEODORE W. JOHNSON. Engè- 
neering descriptive geometrie and drawing. New York John 
Wiley and Sons, London Chapman and Hall 1919, 27 sh.6 d. 

De schrijvers, die beide verbonden zijn aan de marine- 
academie van de Verecen. Staten van Amerika, richten zich 
in hoofdzaak tot de midschipmen; hun boek is echter ook 
voor andere personen, die technisch teekenen moeten 
leeren, bruikbaar. 

Het werk bestaat uit drie deelen, waarvan het middelste 
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stuk, dat zich van de beide andere door groen gekleurd 
papier duidelijk afscheidt, reeds vroeger verschenen is. 
Het eerste gedeelte bespreekt het lijnteekenen, onderzoek 
en gebruik van de teekeninstrumenten. Omdat er weinig 
tijd beschikbaar is voor de leiders om zich met elken 
leerling lang te bemoeien, is zeer uitvoerig alles behan- 
deld en door duidelijke teekeningen toegelicht; ook het 
teekenen van kromme lijnen, arceeringen en afwerken - 
van teekeningen wordt besproken. 

Het tweede gedeelte behandelt de beschrijvende meetk. 

De schrijvers stellen zich op het standpunt, dat de be- 
staande boeken over beschrijvende meetkunde meer meet- 
kundig zijn dan beschrijvend, dat men het vak meer 
opvatte als een onderdeel van wiskunde dan alseen wijze 
van teekenen en dat dus een andere behandeling gewenscht 
is. Een belangrijk verschil met andere boeken is het voort- 
durend werken in het derde kwadrant, waarbij het derde 
vlak rechts wordt neergeslagen. 

De schrijvers hebben voor classicaal onderwijs een kooi 
van iĳjzergaas ontworpen, waarbinnen men een punt kan 
aangeven als uiteinde (oog) van een ijzerdraad door den 
bodem gestoken, terwijl op het vlechtwerk van drie der 
zijvlakken de projecties van het punt, met de verbindende 
hulplijnen, met krijt kunnen worden afgeteekend. Door de 
oogen van twee draden kunnen looden draden worden 
gelegd. Zij bevelen den leerlingen aan, een rechthoekigen 
drievlakshoek te vouwen van millimeter papier, en waarbij 
niet een rechthoekig stuk weg te knippen, maar in dat 
gedeelte, waar anders de kwarteirkels komen, de bissec- 
trice van den rechten hoek te trekken; langs die bissec- 
trice en langs de assen kan een vouw komen, zoodat het 
bedoelde gedeelte bij het vormen van den drievlakshoek 
naar binnen wordt gelegd. Die bissectrice kan gebruikt 
worden in plaats van de kwartcirkels. 

Spoedig gaan de schrijvers over tot het gebruik van een 
hulpvlak loodrecht op H, met toepassing op het bepalen 
van de ware gedaante van een lijn of een figuur. Dit leidt 
tot het bepalen van doorsneden van lichamen met platte 
vlakken, en tot doordringing van twee lichamen. Daarbij 
worden ook oppervlakken ontwikkeld. 
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Van de gebogen lijnen wordt eerst de cirkel geprojecteerd 
en onmiddellijk daarna de schroeflijn (waarbij ook een figuur 
in isometrische projectie). 

Daarna volgen de projecties van cilinder, kegel, omwen- 
telingslichamen, schroefdraad met doorsneden ; doordringing 
van lichamen met gebogen oppervlakken; schroef met 
driedraden (worm);ontwikkeling van gebogen opper vlakken. 

Een paar handelwijzen zijn aangegeven om de lengte 
van een cirkelboog te bepalen. 

Na al deze voorbereiding worden constructies behandeld 
betreffende lijnen en vlakken van onbepaalde grootte, dus 
eigenlijke beschrijvende meetkunde. 

Ten slotte wordt de isometrische projectie besproken 
waarvan in de tekst reeds vroeger is gebruik gemaakt. 

Het derde gedeelte handelt over werktuigkundig teekenen, 
opdat het gebruikt zal kunnen worden door personen, die 
het eerste en tweede gedeelte niet hebben doorgewerkt, 
maar daarvoor andere boeken gebruikten, geeft de schrij ver 
(Johnson) een korte herhaling van de hoofdzaken uit deel 
Ten IL. Daarna bespreekt hij uitvoerig het schetsen, en 
daarna verbindingen door schroefbouten, pijpen en pijp- 
verbindingen, detailteekeningen van onderdeelen van 
machines, calqueeren en blauwdrukken, constructieteeke- 
ningen,detailleeren uit constructieteekeningen, verschillende 
mechanismen, scheepslijnen, plaatwerk, ketels. Aan het 
eind zijn eenige platen met arceeringen voor verschillende 
materialen en tabellen. 


Uit Buitenlandsche Tijdschriften. 


364. Zooals bekend is, voldoen geen geheele waarden 
aan de vergelijking: «? + y?° = 2, 
Geldt dit ook van de vergelijking: 
Ds H-Y3 =23 Ì 
(Hierin is «3 de bekende notatie voor een binomiaal 
coëfficient). | 
Dat deze vraag — door Bökle gesteld — ontkennend 
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moet beantwoord worden, blijkt wel uit de volgende 
voorbeelden : 
=D, 16,22, 36,50 ENZ 
y=5, 10, 56, 120, 140, enz. 
zb 1D, 1217 142, ENZ 
Zeitschr. f. M. u. N. Unt., 50ste jaarg., 1919, no. 2, p. 95. 
R. iö, 


365. C.Montari (Periodico di Matematica, dl. 10, (895, p. 181) 

heeft het eerst de beide volgende reeksen beschouwd: 
16, 1156, 111556, ....… 
49, 4489, 444889, .…..… 

Hierbij ontstaat iedere term uit zijn voorgaande door in 
de eerste reeks telkens 15, in de tweede telkens 48 in het 
midden van dien term tusschen te voegen. Het merk waar- 
dige is, dat alle zoo verkregen getallen vierkanten zijn. 

E. Marchi bewees, dat alleen de getallen 16 en 49 deze 
eigenaardigheid vertoonen. 

Als boven, no. 3, p. 142 (W. Haentschel), waar tevens 
literatuur over dit onderwerp is te vinden 

R. se: 


866. Van de diophantische vergelijking : 
e+ y=? ë u? 
is de AIC 
D Qi + P2Q)° HW, 92 — De g)= 


(Pi Qi —P2Q2)? HW: Ye + Pe) 
waarschijnlijk van Fibonacci (1300 n. Chr.) afkomstig. 


Realis (Nouv. Ann. 2 dl. 18, 1879, p. 500) gaf de oplossing : 
Celie hm et etn he ahead Menthol 
[at dla) La BE HLT Vr AN 
Als boven, no. 4/5, p. 189 (Haentzschel). Zelfde opmerking. 
R. 415 


867. De axiomatische denkwijze. 


„Opdat een wetenschappelijke theorie, uit begrippen op- 
getrokken, haar doel vervult, moet voor alles aan twee 
eischen voldaan zijn; de eerste betreft de al- of niet af han- _ 
kelijkheid der uitspraken dier theorie, de tweede het ont- 
breken van tegenstrijdigheid in het geheel dier uitspraken” 
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„Mijns inziens heeft men alles bereikt, wat het voorwerp 
van wetenschappelijke beschouwing kan zijn, zoodra de 
vorm voor een theorie, voor de axiomatische methode, en 
zoo indirect voor de wiskunde toegankelijk is. 

Hoe meer wij in de steeds dieper liggende lagen der 
axiomata doordringen, des te dieper inzicht verkrijgen wij 
over het wezen der wetenschappelijke gedachte; des te 
meer worden wij ons ook de eenheid van ons weten be- 
wust. In het samenstel der wetenschappen, zooals dat bij 
de axiomatische denkwijze zich afteekent, schijnt de Wis- 
kunde tot een leidende rol te zijn geroepen ” 

(D. Hilbert. Axiomatisches Denken. Redevoering te Zurich 
gehouden op 11 Sept. 1917). 


5. De volgende betrekkingen : 
bgtg td bgtgt=— j (Euler) 


2bgtgitbgtgt=j (Vega) 
4bgtg}t—bgtg > he En =i (Machin), 


waarbij vooral de beide laatste, wegens de snelle conver- 
gentie der bijbehoorende reeksen, voor de berekening van 
z gebruikt zijn, doen de vraag rijzen, of aan de vergelijking : 


1 1 


nog door andere geheele waarden kan voldaan worden. 
C. Störmer (Christiania Vidensskabsselskabschrifter, 
(1895) bewees, dat er nog slechts één oplossing bestaat: 


2 bete t—bgigt=j 


Men zie verder over dit onderwerp: 
__E. Turrière. Notions d’arithmogéométrie. L’enseignement 
math. XXste jrg. (1918 en 1919) no. 3, p. 164. 

R. | T. 


kek 
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Nieuw verschenen werken. ” 


(Door de Redactie ontvangen.) 


Dr. D. P. A. VERRIJP. Leerboek der Trigonometrie 
le deel, 3e druk 1919. 


(Uitg. Joh. Ykema, 's-Gravenhage). 


D. B. WISSELINK. Theorie der Rekenkunde, herzien 
door Dr. K. W. RUTGERS. 
le deeltje negende druk 1919, 
2e deeltje zesde druk 1920, samen f 1,60. 


J. v. p. GRIEND JR, Trigonometrische Vraagstukken met _ 
beknopte theorie. 1920. f 1,90. 


Herdrukken van WIJDENES. 
(Uitg. P., Noordhoff, Groningen.) 


D. BOSWIJK en E‚ MEYER. Eerste verzameling reken- 
kundige vraagstukken. 12e druk, 1919, f 0,50. ‘ 


Tweede verzameling reken- 
kundige vraagstukken. 2e druk, 1919, f 0,50. 


E. MEYER. Tweede verzameling algebraïsche vraagstuk- 
ken. 2e druk, 1919, f 0,50. 


Dr. A. VAN THYN. Leerboek der Algebra, le deel, 3e 
druk, 1910 f 1,50, geb. f 1,90, 


Algebraïsche Vraagstukken, Le deel, 
3e druk, f 1919, f 1,40. 


(Uitg. J. B. Wolters, Groningen—Den Haag.) 


*) Van Hollandsche schoolboeken wordt geen recensie gegeven, 
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Benadering van den Cirkelomtrek door middel van 
het zwaartepunt van een cirkelsegment, 


DOOR 
Dr. F. SCHUH (Den Haag). 


(Vervolg van blz. 145.) 


S 5. Vergelijking van het cirkelsegment met - 
den omgeschreven rechthoek. 


29. Algemeene formule. We beschouwen het cirkelseg- 
ment ABC als het verschil van den omgeschreven rechthoek 
en een uit twee stukken bestaand oppervlak, dat we weer 
het „residu” zullen noemen. Die omgeschreven rechthoek 
heeft AB als zijde, terwijl de daaraan evenwijdige zijde 
den cirkel in C aanraakt. Zijn G, G’, G” de zwaartepunten 
‚en $, $/, S” de oppervlakken resp. van segment, rechthoek 
en residu, dan is: 

S.MG=S’.MG/ — 5”. MG“, 
of volgens (53): 
1kh(rd-H)=S’.MG’—S/.MG/. . . . (65) 
Hierin is: | 
S= kh=r (ks) U), 
S= S=r(k—-s—Ar(b—-s)=tr(2k—s—b), 
MG’ = H+ Eh=t(rt H). 

Stelt men weer : 

CG’ Ee 
h 

MOM U erk Merde vet 00) 

is, dan gaat dus (65) na vermenigvuldiging met 6 over in: 
2kh (r + H) == 3kh (r + H) — Br (Qk — s —b) (r — eh). 

Hieruit vindt men, b oplossend: 

jen 


n>Ê 
zoodat 


rek) 
_ rl? 
en TE 


1) Zie het tweede gedeelte van noot 1, blz, 140. 
Wiskundig Tijdschrift, 16e Jaargang. 13 
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of b=b,,k==a,, en s=ja, stellend en lettend op (20): 
| Pan hk 
_—__ a ndsm 
bt, Pin Oes tenin Pr meed 


Na. vermenigvuldiging met 2n volgt hieruit, als men 
Pk stels 


2n 


Ze U 


Mtd 
2 


2 n 


El 
SPn — € Pit Sc 
waarin €, door de vergelijking (66) gedefiniëerd is, dus gelijk 
FAN : 
{s AAN 


h 


30. Grenzen voor den cirkelomtrek. Daar de in (61) 
voor 2m gevonden uitdrukking kleiner (grooter) wordt als 
men e, door een grooter (kleiner) getal vervangt, levert een 
bovenste (onderste) grens voor €, een onderste (bovenste) grens 
voor den cirkelomtrek. 

Daar weer het zwaartepunt van het residu op CD tus- 
schen C en D ligt, heeft men: | 

Oer Clt 

Uit ce, {1 volgt de volgende permanente onderste grens 
voor den cirkelomtrek : 
5 Pin Pi 1 PnP 
UP DE 3 ae rn TR 


om ADP 


Deze onderste grens is voor iedere waarde van n kleiner 
en dus onnauwkeuriger dan (85). Voor waarden van zn, 
die grooter zijn dan 3, is (69) grooter en dus nauwkeuriger 
dan (23). Voor waarden van n, die kleiner zijn dan 3, is 
(69) kleiner en dus onnauwkeuriger dan (23). Voor n=? 
is nl. p;‚„=3l3 en p„,—=3l/3 (zoodat (23) en (69) dan 


P 
beide de waarde 31/3 aannemen), terwijl ae »j is voor 
Pp, 2n 
n>s en — {4 voor n< #. 
2 


rente in, 


1) Hiervoor kan ook geschreven worden : 
(1-2) (wp , —2,)° 
L En EEE LEDE Se 
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Volgens de in S 3, n°. 24 besproken methode vindt men, 
dat de fout van de onderste grens (69) voor groote waarden 
van n ongeveer gelijk is aan : 

tan Mee 
5 Pr __ _480nt 

Uit «> 0 vindt men als permanente bovenste grens voor 
den cirkelomtrek: 

Pin Pa 


1 
ROT Ep. Pinder 


== 4,4628 nt. 


PD) 
tE P‚)+ Esp . (70) 


3 

Deze bovenste grens is kleiner en dus nauwkeuriger 
dan (58). Voor groote waarden van x is echter het verschil 
in nauwkeurigheid onbeduidend, daar het verschil van 
beide bovenste grenzen deelbaar is door (p,, — Pp)? en dus 
de verhouding harer fouten bij de limiet (voor n = oo) gelijk 
is aan 1. De bovenste grens (70) is voor iedere waarde 
van ” kleiner dan (24) en grooter dan (25). Voor waarden 
van », die grooter zijn dan 3, is de bovenste grens (70) 
grooter dan (38); voor waarden van n, die kleiner zijn dan 
3, is echter (70) kleiner dan (38); voor n= } neemt zoowel 
(70) als (38) de waarde 1er3 aan. 

Opgemerkt zij nog, dat de benaderingsuitdrukkingen (69) en 
(70) van de tweede orde zijn. 


31. Nauwkeuriger bovenste grens voort. Volgensde in 
8 3, n°. 18 beschreven methode kan men gemakkelijk 


aantoonen : 
br GARE, (CI) 


Zij nl. ABFE de omgeschreven rechthoek. Het residu 
bestaat dan uit de twee stukken AEC en BFC, We ver- 
gelijken nu het stuk AEC met den driehoek AEK, waarvan 


E K É F 


het hoekpunt K zoodanig op EC ligt, dat AK den cirkel- 
boog AC in een punt P snijdt, dat op een afstand }h van 
EF verwijderd is. Trekt men door P een lijn l evenwijdig 
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aan AB, dan is boven de lijn / de driehoek AEK een deel 
van het halve residu AECP en onder de lijn Z het halve 
residu een deel van den driehoek AEK. Daar het zwaarte- 
punt van den driehoek AEK op de lijn 4 ligt, vindt men 
volgens de redeneering van S3,n°®. 13, dat het zwaartepunt 
van de figuur AECP, en dus ook het zwaartepunt G” van 
het residu, boven de lijn ! ligt. 

Hieruit volgt: 

GGG 

waaruit onmiddellijk de ongelijkheid (71) voortvloeit. 

Uit (67) en (71) vindt men nu verder de volgende per- 
manente onderste grens voor den cirkelomtrek: 


Ope _ Pan Pr Ek ae La 
Ean nn 2D, BPR 
Paik 
ne Kids ln P‚) Ln zp, „EP es Li ä ke (72) 


Dit is een door Snellius gevonden onderste grens voor 
den cirkelomtrek. 

De onderste grens (12) is voor iedere waarde van » 
grooter en dus nauwkeuriger dan (32) en kleiner en dus 
onnauwkeuriger dan (36). Volgens de methode van n°. 24 
vindt men, dat de fout van (72) voor groote waarden van n 
ongeveer gelijk is aan : 


1 Pan Po) DEREE e 
45 Po —_ 1440 7! 


02120 A 
De benaderingsuitdrukking (72) is van de tweede orde. 


S 6. Vergelijking van het cirkelsegment met 
het ingeschreven paraboolsegment. 


82. Algemeene formule. We vergelijken nu het cirkel- 
segment ABC met het paraboolsegment, dat AB als basis 
en C als top heeft. Is R een willekeurig punt van den 
cirkelboog AC, Q zijn projectie op CD en P het snijpunt 
van RQ, met den paraboolboog AC, dan is: 
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AE AAD al 
GO p= CD, 
dus: 
OPA GEAN CD) vr Eet 13) 
Verder is: 
B. Ohf CON) ARES en zite ereen TÁ) 


waaruit volgt, dat QP<QR is en men dus met een inge- 
schreven paraboolsegment te doen heeft. 
Evenals in S 4, n°. 25 heeft men: 

BRNO THS MGE ST, MG", 7e (15) 
waarin nu $’ en G’ oppervlak en zwaartepunt van het 
ingeschreven paraboolsegment voorstellen, terwijl 5” en G’ 
op het residu betrekking hebben. Nu is: 

S'—=ikh= 2r(k—s), 
NIG Hen | L(2r + 3H), 
zoodat (75) overgaat in: 
SL. MGS kh (rl) = dr hs) (r — HH). (16) 
Hierin is: $ | 
H'=S—-d=dr(b- 8) —ir(k-8)= 
—=tr(3b —4k + Ss). 
Stelt men verder: 
van en Gn) 
ED 
tr (3b — Ak + 3) (r — ej, h) = Hs r (kh — 3) (r — HD), 
waaruit volgt: 


waarin fes Ti is, dan gaat (76) over in: 


(e= FD) 
b=k Ek —s) + (k — ENC 1E 


kk — 5)? 
ne A 4 
bk }(k—s) ie en (k — 5) 
Door vermenigvuldiging met 2n vindt men hieruit, r = 1 
stellend : 
De omtrek van een cirkel met straal 1 ts gelijk aan 


k 
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Zie ZA (p on =P) 
lop, TE Pon 
Hierin is e, door de vergelijking (77) gedefiniëerd, dus gelijk — 


2 =D +5 Won Pa) 1 (ON 


5 
33. Grenzen voor den cirkelomtrek. Men krijgt een onderste ' 
(bovenste) grens voor den cirkelomtrek als men in het tweede E 
lid van (78) e,, door een te klein (te groot) getal vervangt. ' 

De verschillen der onderste en bovenste grenzen voor den E 
cirkelomtrek, die uit verschillende onderste en bovenste 
grenzen voor €, voortvloeien, bevatten alle den factor 
Dy —P)*, waaruit men (op dezelfde wijze als waarop we 


dat in $ 3 n°. 23 en 24 aangaande de benaderingsuitdruk- 
kingen (40) en (41) beredeneerd hebben), afleidt, dat de 
wit (78) volgende benaderingsuitdrukkingen voor den cirkelomtrek 
van hoogere dan de tweede orde zijn. Dit is het gevolg van 
de omstandigheid, dat de limietverhouding van cirkelseg- 
ment en paraboolsegment gelijk aan 1 is, hetgeen bij den 
driehoek, waarmede we in $4,en den rechthoek, waarmede 
we in $ 5 het cirkelsegment hebben vergeleken, niet het 
geval was. ; 

Daar het zwaartepunt G’” van het residu zeker tusschen 
C en D ligt, kan men reeds direct besluiten tot: | 


Olle 


Nn 


ki 

Hieruit volgt, in verband met (18), als permanente onderste î 
grens voor den cirkelomtrek : $ 
1 a PnP) 

Dan RT Pi nn (80) — 

en als permanente bovenste grens: 
1 2 en g Pal É 

PA Per Te (BDS 


zeen EES 4 


1) Door den laatsten term weg te laten krijgt men de in 
„$8, n®. 14 gevonden onderste grens p‚, + 5 (Pop —Py) voor den cir-_— 
kelomtrek, die dus ook voortvloeit uit de omstandigheid, dat het — 
“beschouwde paraboolsegment een deel is van het cirkelsegment. 
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De onderste grens (80) is kleiner en dus onnauwkeuriger 
dan (41), de bovenste grens (81) grooter en dus onnauw- 
keuriger dan (40). Het verschil der benaderingsuitdruk- 
kingen (80) en (81) bedraagt : 


, (Pin se ik 
1D een Dy 


welk verschil bij de limiet (voor n —=o) 5-maal zoo groot 
is als het verschil (48) der benaderingsuitdrukkirgen 
(47) en (40). 


bi 


34. Kleinere bovenste grens voor «,. We zullen nu een 
kleinere bovenste grens voor het getal s, bepalen. Daartoe 
leiden we uit de vergelĳĳkingen (73) en (14) af (zie de fig. 
van n°. 32): 

QR? —QP?= CQ. QD, 
CQ.QD 
PR= QR QP=gRP EN de 

Zij nu P’ een tweede punt van den paraboolboog AC, 
Q/ de projectie van P’ op CD en R’ het snijpunt van Q/P’ 
met den cirkelboog AC. Zij verder Q/ zoodanig gelegen, 
dat Q en Q/ symmetrisch ten opzichte van het midden van 
CD liggen, dus zoo dat CQ/=QD en.Q/D =CQ is. Men 
heeft dan : 0Q Q 

ma C.QD _ CQ 
P/R —__ Q/RN + CUB, Q/R’ + Q/P’ bns dn Oe de (85) 


Ligt nu Q boven en dus Q/’ beneden het midden van 


CD, dan is: 
QP<QCP, QRS QR, 
dus volgens (82) en (83): 
| Et ET 

Beschouwt men nu PR en P/R’ als smalle strookjes van 
dezelfde breedte, dan ligt het gemeenschappelijk zwaarte- 
punt dier strookjes het dichtst bij het langste, dus het 
dichtst bij PR, dus boven het midden van CD. Daar het- 
zelfde voor ieder paar strookjes geldt, die even ver van 
het midden van CD verwijderd zijn, zal ook het zwaarte- 
punt van het residu, dat uit zulke strookjes opgebouwd: 
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gedacht kan worden, boven het midden van CD liggen. 
Hieruit volgt: | 
CG’ < CD, 


ER DRE 0e te 


dus: 


35. Benaderingsuitdrukking volgend uit (84). Uit (84) 
volgt nu verder, in verband met (78), als permanente boven= 
ste grens voor den cirkelomtrek : 

4 Pin =P) 
lo AP eieD,, 


Deze bovenste grens is voor iedere waarde van x kleiner 
en dus nauwkeuriger dan (40). 
Het verschil tusschen de onderste grens (47) en de bovenste 
grens (85) bedraagt: 
5 (Oe Ad P‚) 
5 P+) Ep, +2)’ 


welk verschil bij de limiet (voor n =oo0) 2-maal zoo klein 
is als het verschil (48) tusschen de onderste grens (41) en 
de bovenste grens (40). f 


í 
Din Wb a 


(85) 


36. Grootere onderste grens voor «. *) We beschouwen 
het halve residu BC als het verschil van het cirkelsegment 
BCF en het paraboolsegment BCK. Is Ehet midden van 


de- koorde BC en, F het midden van den cirkelboog BC, 
dan ligt het zwaartepunt van het cirkelsegment BCF op EF, 
tusschen E en F. Het zwaartepunt van het paraboolsegment 
BCK ligt op de lijn EK, die door E evenwijdig aan de as 


1) De hier volgende bepaling van een onderste grens voor e, 


is ontleend aan een nog onuitgegeven geschrift van Christiaan 
Huygens, voorkomend in zijn daeboeken. 
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CD van de parabool getrokken is (en wel tusschen E en K), 
daar alle koorden evenwijdig aan BC door EK gehalveerd 
worden. 

Het zwaartepunt van het halve residu BKCF wordt dus 
gevonden door een zeker punt van EK met een zeker punt 
van EF te verbinden en door laatstgenoemd punt heen te 
verlengen, zoodat dit zwaartepunt aan denzelfden kant van 
EF ligt als B. Daar verder dit zwaartepunt ten duidelijkste 
beneden de raaklijn FS, in F aan den cirkel getrokken, ligt, 
zal het gelegen zijn ergens binnen den rechten hoek SFE, 
dus beneden de lijn FL, waarin L de projectie van F op 
CD is. Ditzelfde geldt dan natuurlijk ook voor het zwaarte- 
punt G’ van het geheele residu, zoodat men heeft: 


Ene Ce EO 
Nu is: 
2 2 
nF) EE mt 
zoodat uit (86) volgt: 
GOED, 
Oe ND 


waarmede een grootere onderste grens voor ec, gevonden 
is dan de in (19) aangegevene. 
Uit (87) volgt nu verder in verband met (78) de volgende 
permanente onderste grens voor den cirkelomtrek: 
8 (p an P A) 


1 
Oes Diners Sp FB (85) 


Deze onderste grens is voor iedere waarde van „ grooter 
en dus nauwkeuriger dan (80), maar kleiner en dus onnauw- 
keuriger dan (47). 


37. Nog grootere onderste grens voor c, Men kan een 
nog grootere onderste grens voor c, vinden door gebruik 
te maken van het in 8 3, n°. 20 omtrent het zwaartepunt 
van een cirkelsegment gevondene. Hieruit volgt nl., dat 
de afstand TG, van het zwaartepunt G, van het cirkelseg- 
ment BCF tot het snijpunt T der raaklijnen in B en C grooter 
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is dan #TE, dus dat de afstand van G, tot de raaklijn CT 
in C grooter is dan #UE (waarin U de projectie van E 
op CT is), dus grooter dan 2CD (zie de fig. van n°. 36). 
Nu ligt het zwaartepunt van het paraboolsegment BCK 
op EK en wel op een afstand 3 KE van K verwijderd. Daar 


KE = UK =4CD 


is, is de afstand van het zwaartepunt van het parabool 
segment BCK tot CT gelijk aan 


eK Bet D., 


Het zwaartepunt van het paraboolsegment BCK ligt dus 
boven dat van het cirkelsegment BCF, zoodat het zwaarte. 
punt van het halve residu BKCF beneden dat van he 
cirkelsegment BCF, dus ook beneden dat van het parabool 
segment BCK ligt. Hieruit volgt omtrent het zwaartepun 
G'’ van het residu: 


CG rr CD; 
DE De 


waaruit volgt: 


oto 
Tete 
le «} 
(len) 
ed 


38. Benaderingsuitdrukking volgend uit (89). Uit (89) volgt 
in verband met (78), als permanente onderste grens voo 
den cirkelomtrek : 

ND 2 wp hakt — Pa Es 


We vinden zoo de onderste grens cn van $ 3, n°. 22 
en $ 4, n°. 27 terug, zooals trouwens ook te verwachte 
was. Immers uit de in n°, 20 gevonden eigenschap va 
het zwaartepunt van een cirkelsegment (toegepast op he 
cirkelsegment ABC) volgt in verband met de vergelijkin 
(21) als permanente onderste grens voor den cirkelomtrek : 


el. Bn 10Pn Pan’ — Pa) 
MENDE 
Pk | 


die, door n door 2n te vervangen en p‚„ met behulp van 
de vergelijking (2) van Gregory in p‚„ en p, uit te druk 
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‘ken, in de onderste grens (47) overgaat. Dit is de in n°. 22 
van die onderste grens gegeven afleiding, die dus (ten 
gevolge van de vervanging van „ door 2n) neerkomt op 
een toepassing van de bedoelde zwaartepuntseigenschap 
op het cirkelsegment BCF (zie de fig. van n°. 36). Ditzelfde 
hebben we echter ook bij de afleiding der ongelijkheid (89) 
gedaan, die dan ook in verband met (78) tot de onderste 
grens (41) voor den cirkelomtrek voert. 

Ook in $ 4, n°. 27 hebben we de bedoelde zwaartepunts- 
eigenschap niet op het groote segment ABC, maar op de 
kleinere segmenten AC en BC toegepast, waardoor we de 
ongelijkheid (64) verkregen, waaruit eveneens de onderste 
grens (41) voor den dag komt. 

De, nu gegeven afleiding berust dus, evenals die van S 4, 
n°. 27, op een vermijding van de vergelijking van Gregory 
door de zwaartepuntseigenschap van n°. 20 rechtstreeks 
op de kleinere segmenten AC en BC toe te passen. De 
afleiding van n° 2% is echter eenvoudiger. | 


S 7. Onderlinge vergelijking der verschillende 
benaderingsuitdrukkingen. 


39. Onderste grenzen. We laten hier de in dit opstel 
uit zwaartepuntsbeschouwingen afgeleide onderste grenzen 
voor den cirkelomtrek nog eens volgen, gerangschikt naar 
de grootte der fout (dus volgens afnemende nauwkeurigheid) 
voor groote waarden van 7. | 

De tabel, die een overzicht over deze onderste grenzen 
geeft, geeft in de eerste kolom het volgnummer, waarmede 
we in het volgende de onderste grens aanwijzen, in de 
tweede kolom de onderste grens zelf, in de derde kolom 
de waarde, die de benaderingsuitdrukking voor n= j 
p‚,„=3V3, p,=i 3) aanneemt, in de vierde kolom de 


fout voor n=}, in de vijfde kolom de waarde, die de 
benaderingsuitdrukking voor n=l (p,,=4, p„ 0) aan- 


neemt, en ten slotte in de zesde kolom de fout voor 
ak 


nuIim. ai vaer: 4 ad | prent pers ' DC hennen ‚ Ì 5 mn AK da 


Nin =P, 5 29 


Ere en dela BL : 0,004 pr 0,0610 
SP zer D j el, 
TE an see hin EN en GOBLIN EG 0,2388 
5 Pan Pa \F Bep) } |T | ke en j 
2 Don Ly) 
UI | 5 (4p, — fn AE de NS 88 __ : 
3 a Piek Le Ep, ) | 5362354 0,0478 15 — 5:3667 0,4165 
dale: Don Pin) 
pee dT 2 _e 
SD Bak BP. + 3D; ) 138 6,2620 0,0212 1 — 61333 0,1499 
3 DD 5Cp Fp‚) z 362351 ‚047 6 0,2832 
(p peld 1 De \ 6 
VI Lap aats a , 203 == 6,1859 0,0973 92 57178 0,5054 
dens SG, +P) 7 | 9 
re hi 1650. | 
VII 5 Ap, —D,) ze) 53 6,0622 0,2210 5 —5,3335 0,9499 
| 1 Pr ei 5 $ 
VII 5 GP, 2) — 3p ) | 3M3=5,1962 1,0870 — 00 0 
Nn 
1 2D, in, p‚)° 9 3 8 » » 
DEE Pepe hae Se 0.1962 1,0870 5 26667 3,6165 
/ 2u 
1) Zie 8 Sat n°. 22, (47). Zie ook S 4, n°. 27 en $ 6, n°. 38. 2) Zie $ 6, n°. 36, (88). 5) Zie S 6, n°. 33, (80). 
*) Zie $ 3, n°. 15, (36). Zie ook 84, n°. 27. 5) Zie 8 5, n°. 31, (72). ©) Zie $ 2, n°. 11, (32). Zie ook $ 4, n°. 29. 
7) Zie S AE 14, (35). Zie ook S 4, n°, 26 en S 6, n°, 32, noot 1, blz. 198. 
8) Zie 8 5, of 30, (69). 9 Zie 8 2, n°. 9, (23). 
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Van deze onderste grenzen zijn de eerste drie van 
hoogere dan de tweede orde, terwijl de overige van de 
tweede orde zijn. 

Ook voor andere dan groote waarden van « zijn de 
onderste grenzen in de tabel volgens afnemende grootte, 
dus afnemende nauwkeurigheid, gerangschikt, behou- 
dens de volgende uitzonderingen. Neemt ” en dus ook 


de af, dan wordt de onderste grens II gelijk aan IV als 
2n 
P, 


AER Te geworden is, terwijl als » nog verder afneemt III 
2n 


Pp 
kleiner en dus onnauwkeuriger is dan IV. Is en gedaald 
2 
tot ee dan is de onderste grens II gelijk aan IV gewor- 


den, terwijl voor kleinere waarden van n ook de onderste 


DP 

° e ° n 
grens II kleiner en dus onnauwkeuriger is dan IV. Is — 
2n 


gedaald tot , hetgeen het geval is voor n=ö, dan is de 


onderste grens III gelijk aan V geworden, terwijl voor nog 
kleinere waarden vann de onderste grens [II kleiner en dus 
5 is bovendien VIII 
gelijk aan IX geworden, terwijl voor kleinere waarden van 
n de onderste grens VIII kleiner en dus onnauwkeuriger 
dan IX is. 


onnauwkeuriger dan .V ‘is: Voor n= 


40. Bovenste grenzen. We laten hier de verschillende 
uit zwaartepuntsbeschouwingen voortgevloeide bovenste 
grenzen volgen, gerangschikt naar de grootte der fout 
voor groote waarden van „, dus gerangschikt volgens 
toenemende grootte. De kolommen van de tabel, waarin 
we deze bovenste grenzen vereenigen, hebben dezelfde 
beteekenis als in n°, 39. 

De bovenste grenzen 1, II en III zijn van hoogere dan 


waarde voor n= 


2 fout voor n= 


5 waarde voorn —=1 | fout voor n=1 


rie bovenste grens 5 
Dine) [09 32 
Is 5 4p EERE Ee A) ) | ap 8=62981 0,0099 =64 0,1168 
2 Ae ot Dl 
1 2 51 Zn 
BDD f | 
1 2n n 5y/ ; 
ALT 3 Ape — DP) J- Bp; 3) 108 6,4086 hee oo | oo 
| 1 Ar ie u 20 Ë 
IVA =(4 — > V3==6,3509 0,0677 — — 6,6661 0,3835 
ved ) + AEON ) 1D 3 — 64052 0,2120 8 |__17168 
a dpin TD, 3 (pp) ) ) 4 , | 
ie Dn — Pa ie 15 20 ; 
WIED) dt ar ad 0,2120 5 =6,6067 0,3835 
1 Denm 
VII 5 4p, =D) + Tp) | W36 0,6450 oo oo 
Vv L AT OE ' 93 L 1104 
1 Zie n°. 35, (85). *) Zie 8 3, n®. 19, (40). 5) Zie $ 6, nd. 33, (BĲ. 


Ne 
Nm 
NAE 

Ar vor un 


n°. 80, (70). 


> 6, 
2, n°. 9, (25). Zie ook $ 4, n°. 27. 
15, 1) Zie 8 4, n®, 26, (58). 


8) Zie $ 


5) Yie 8 3, n°. 17, (38). 
2, n°. 9, (24). 
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de tweede orde, terwijl de overige van de tweede 
orde zijn. 

Ook voor andere dan groote waarden van ” zijn de 
bovenste grenzen volgens toenemende grootte, dus afne- 
mende nauwkeurigheid, gerangschikt, behoudens de vol- 


PD, 
gende uitzonderingen. Neemt n en dus ook — af, dan is, 
2n 


p € 
als —- =s geworden is, de bovenste grens III gelijk aan 
2n 


IV geworden, terwijl als » nog verder afneemt de bovenste 
grens III grooter en dus onnauwkeuriger is dan IV. Is 


ze gedaald tot 5 hetgeen het geval is voor n= 3, dan is 
2 

V gelijk geworden aan VI, terwijl voor kleinere waarden 

van n ‘de bovenste grens V grooter is dan VL. Is 

P,, 

Pin 

kleinere waarden van » grooter is dan VL. Is eindelijk 


DP 
Ze geworden, dan is III geliĳk aan V, terwijl III 


1 2 


ek geworden, dan is III gelijk aan VI, terwijl III voor 


grooter dan V wordt als »n nog verder afneemt. 
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De axiomatische denkwijze, ® 


In het maatschappelijk leven is de welvaart der volke- 
ren van die hunner naburen afhankelijk; zoo is het voor 
de staten een levensbelang, dat niet alleen de binnen- 
landsche orde, maar eveneens hunne onderlinge betrek- 
kingen niet verstoord worden. Niet anders is het gesteld 
met den bloei der wetenschappen. 

Een bewijs hiervan is wel, dat de meest op den voor- 
grond tredende dragers der wiskundige gedachte steeds 
een levendig belang in den opbouw en de uitspraken van 
andere wetenschappen, dan de hunne, hebben gesteld; 
voor alles zijn zij er op uit geweest, om de Wiskunde 
(zeer ten voordeele van deze laatste) te bestudeeren in 
haar betrekkingen tot de uitgestrekte gebieden der Natuur- 
kunde en der Kennis-theorie, welke haar van meer nabij 
raakten. Den aard dier betrekkingen en haar bijzondere 
vruchtbaarheid worden, naar ik meen, wel het best weer- 
gegeven, wanneer ik de algemeene methode van onderzoek, 
die haar kenmerkt en die in de nieuwere wiskunde van 
een steeds grooter belang blijkt te zijn, met den naam van 
axiomatische methode bestempel. 

Indien wij in een bepaald gebied van wetenschap, van 
meer of minder uitgestrektheid, de feiten trachten te 
groepeeren, dan bemerken wij weldra, dat zij geordend 
kunnen worden. Deze ordening wordt voortdurend met 


il 


me is te ie indie che reerd he cat leien a and ie Side ine eid ar 


behulp van een samenstel van begrippen voltrokken, zóó S 


dat één, doch ook niet meer dan één begrip met ieder 
object van het wetenschappelijk gebied overeenkomt en 
dat daarbinnen ieder feitelijk verband gelijkwaardig is met 
een logische betrekking tusschen begrippen. 

Het samenstel dier begrippen is niet anders dan de 
theorie van het beschouwde wetenschappelijk gebied. 

1) Dit is een vertaling door den heer Dr, A. Tuvysen naar den 
Franschen tekst van een lezing van Davip HirBerT (Göttingen), 
getiteld : „Awtomatisches Denken’, tijdens de jaarvergadering van 
de Zwitsersche Wiskundige Vereeniging, te Zurich 11 Sept. 1917. 
Zie Enseignement mathómatique 1918, blads, 123, De Fransche 
tekst is bewerkt door ArNorn ReyMonp. 
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Zoo worden de Meetkundige feiten in een Geometrie, 
de Rekenkundige in een Getallenleer, de Statische, Werk- 
tuigkundige en Electrodynamische feiten in de theorieën 
der Statica, Mechanica, Electrodynamica geordend; zoo 
ook groepeeren zich de feiten van de Natuurkunde, voor 
zoover die op gassen betrekking hebben, in een Gastheorie. 
Hetzelfde heeft plaats bij de wetenschappelijke gebieden 
der Thermodynamica, der Geometrische Optica, van de 
Stralingstheorie, van de Warmtegeleiding, of ook van de 
Waarschijnlijkheidsrekening en de Theorie der Verzame- 
lingen. Men kan hetzelfde opmerken, of het zuivere Wis- 
kunde (oppervlaktetheorie, theorie der vergelijkingen van 
Galois, theorie der priemgetallen), dan wel wetenschappen 
betreft, die niet onmiddellijk met de zuivere Wiskunde, 
zooals de theorie van het geld of bepaalde hoofdstukken 
van Psychophysica, in verband staan. 

Als men nu een bepaalde theorie van naderbij beschouwt, 
dan neemt men onveranderlijk waar, dat het samenstel 
der begrippen in het wetenschappelijk gebied een beperkt 
aantal afzonderlijke stellingen voor grondslag heeft, die op 
zichzelf reeds voldoende zijn, om er het geheele gebouw 
volgens logische beginselen uit op te trekken. 

In de Meetkunde b.v. is het voldoende, als men deze 
alleen op de uitspraak omtrent het lineair karakter van 
de vergelijking van het vlak en de orthogonale transfor- 
matie der puntcoördinaten grondvest, om dan, uitsluitend 
met behulp der Analyse, de toch zooveel omvattende 
wetenschap der Euclidische Meetkunde der ruimte op te 
bouwen. . Evenzoo ontstaat de Getallentheorie geheel vol- 
gens de regels en wetten, waarmede men ook bij de geheele 
getallen rekent. Een dergelijke rol spelen het beginsel 
van het parallelogram van krachten in de Statica, de 
bewegingsvergelijkingen van Lagrange in de Mechanica 
en de vergelijkingen van Maxwell in de Eleetrodynamica, 
op voorwaarde evenwel dat men bij de laatste twee een 
postulaat omtrent de vastheid en omtrent de lading van 
het electron toevoegt. Op dezelfde wijze kan de Thermo- 
dynamica geheel en al uit het begrip der energetische 
functie, en uit de definities van temperatuur en van druk 
opgebouwd worden, die daarvan met behulp der veran- 

Wiskundig Tijdschrift, 16e Jaargang. 14 
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derlijken (entropie en volume) zijn afgeleid. Evenzoo vinden 
wij in het middelpunt van de Stralingstheorie de Wet van 
Kirchhoff betreffende het verband tusschen uitstraling en 
absorptie, bij de Foutentheorie de verdeelingswet van 
Gauss, in de Gastheorie de opvatting der entropie als de 
negatieve logarithme van de waarschijnlijkheid van een 
gegeven toestand, in de Oppervlaktetheorie de voorstelling 
van een lijnelement door een quadratischen vorm van dif- 
ferentialen, in de theorie der vergelijkingen het theorema 
van het bestaan der wortels, in de leer der priemgetallen 
het beginsel betreffende de ligging en de frequentie van 
de nulpunten van de Z-functie van Riemann. 


er 
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Al deze grondbeginselen kunnen, wanneer men een voor- 


loopig standpunt inneemt, als de axioma’s van speciale 
wetenschappelijke gebieden beschouwd worden, wier ge- 
leidelijke uitbreiding volgens logische lijnen binnen het 
samenstel der reeds gevormde begrippen plaats vindt. 
Vooral in de zuivere Wiskunde ziet men dit gezichtspunt 
op treffende wijze te voorschijn treden en de wonderbaar- 
lijke ontwikkeling van de Meetkunde, van de Rekenkunde, 
van de Functietheorie en der geheele Analyse is aan die 
werken te danken, welke daarvan geheel waren door- 
drongen. 

Bij dezen staat van zaken, ook in die gevallen, waarover 
wij spraken, scheen het vraagstuk over de grondslagen 
voor ieder begrensd gedeelte van de wetenschap een 
oplossing te hebben gevonden ; toch kon deze slechts voor- 
loopig zijn. Inderdaad, en wel op elk gebied, deed zich 
de behoefte gevoelen, om zelfs de bovengenoemde uit- 
spraken te grondvesten, hoewel zij als grondaxioma’s 
werden opgesteld. Zoo beiĳjverde men zich, nu eens het 
lineaire karakter van de vergelijking van het platte vlak, 
alsmede de orthogonaliteit der bewegingstransformatie, of 
de Rekenkundige wetten, of wel het parallelogram van 
krachten of ook de bewegingsvergelijkingen van Lagrange 
en de wet van Kirchhoff te bewijzen ; dan weer het beginsel 
der entropie en de stelling aangaande de existentie der 
wortels van een vergelijking aan te toonen. 

Maar een critische beschouwing van deze „bewijzen” 


doet uitkomen, dat zij, op zichzelf genomen, dit geenszins _ 
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zijn; in werkelijkheid maken zij het slechts mogelijk om 
naar nog meer fundamenteele stellingen terug te grijpen, 
die zelf wederom als nieuwe axioma's ter vervanging van 
de te bewijzen wetten optreden. Zoo zijn in de Meetkunde, 
de Rekenkunde, in de Statica, de Mechanica, in de stra- 
lingstheorie of de Thermodynamica de axioma’s ontstaan, 
welken naam zij nu volkomen terecht dragen. Deze 
axiomas vormen een diepere onderlaag iù tegenstelling 
met de oppervlakkige axiomatische laag, die door de voor- 
loopig opgestelde beginselen gekenmerkt wordt en welke 
wij voor ieder bijzonder wetenschappelijk gebied afzonder- 
lijk hebben opgenoemd. De werkwijze der axiomatische 
methode komt dus hierop neer, dat zij de grondslagen 
verdiept, evenals dit bij een gebouw noodig is, wanneer 
men het hooger wil maken, zonder de veiligheid ervan 
in gevaar te brengen. 

Opdat een wetenschappelijke theorie, uit een samenstel 
van begrippen opgetrokken, haar opdracht vervult, moet 
men vóór alles aan twee eischen voldoen; de eerste betreft 
de. al- of niet-afhankelijkheid harer uitspraken, de tweede 
hêt ontbreken van tegenstriĳdigheid in het geheel dier uit- 
spraken. 

Beschouwen wij in de eerste plaats de al- of niet-afhan- 
kelijkheid der axioma's. 

Het klassieke voorbeeld, als er sprake van is, de onaf- 
hankelijkheid van een axioma te bewijzen, is wel in de 
Meetkunde het postulatum der evenwijdige lijnen, dat — let 
wel — Euclides zelf reeds een plaats onder de axioma's 
gaf, Hierdoor vermeed hij de vraag, of deze uitspraak 
niet reeds uit de andere axioma's voortvloeide. Trouwens, 
de onderzoekingsmethode, door Euclides voorgestaan, is 
typeerend voor elk axiomatisch onderzoek en sedert dien 
grooten geleerde is de Meetkunde het ware toonbeeld der 
axiomatische wetenschap. ; 

De klassieke Mechanica biedt ons een ander voorbeeld 
omtrent een onderzoek betreffende de onafhankelijkheid 
der axioma's. Zooals wij reeds opmerkten, kunnen de 
bewegingsvergelijkingen van Lagrange voorloopig als de 
axioma’s der Mechanica opgevat worden, daar zij geheel 
volstaan om de algemeene formules in betrekking tot 
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willekeurige krachten en daaraan opgelegde voorwaarden 
op te leveren. Maar bij een meer grondig onderzoek blijkt, 
dat het voor den opbouw der Mechanica geen nut heeft, 
tegelijkertijd willekeurige krachten en voorwaarden voorop 
te stellen en dat men daarom het samenstel van postulaten 
kan verminderen. Deze bevinding brengt ons e@nerzijds 
tot een stelsel van axioma's, zooals dat van Boltzmann 
afkomstig, waarbij slechts van krachten sprake is, die 
weliswaar meer in het bijzonder centraal zijn, maar daaren- 
tegen geen enkele bijkomstige voorwaarde noodig maken. 
Anderzijds komt men op deze wijze tot een stelsel van 
axioma’s, door Herz geformuleerd, waarbij de krachten 
‘worden verworpen, om zich geheel op voorwaarden, meer 
in het bijzonder op onwrikbare verbindingen, te baseeren. 
In dier voege vormen beide systemen van axioma’s een 
dieper liggende laag in de geleidelijk toenemende axioma- 
tisatie der Mechanica. | 


4 


Indien we bij de theorie van Galois in betrekking tot de _ 


vergelijkingen de existentie der wortels van een verge- 
lijking als een fundamenteel axioma beschouwen, dan blijft 
dit niettemin een afhankelijk axioma ; zooals Gauss immers 
het eerst heeft bewezen, kan men het als existentie-theo- 
rema uit de axioma's der Rekenkunde afleiden. 

Evenzoo is het gesteld met de theorie der priemgetallen, 
als wij daar de stelling aangaande de ligging der wortels 
van de Z-functie van Riemann als axioma opvatten; om 
de zuiver arithmetische laag van axioma’s bloot te leegen, 
zou men deze uitspraak over de realiteit der wortels 
moeten bewijzen, daar dit bewijs alleen ons met zekerheid 


de belangrijke gevolgtrekkingen zou waarborgen, die wij, 


door haar voorop te stellen voor de theorie der priem- 
getallen, hebben kunnen maken. 


Als van bijzonder belang voor een axiomatisch proces, 


moet nog het vraagstuk aangaande de onafhankelijkheid 
der beginselen van een wetenschappelijk gebied in betrek- 
king tot het axioma der continuïteit worden genoemd. 

In de theorie der reëele getallen bewijst men b.v. dat 
het z.g. axioma van Archimedes over het meten onafhan- 
kelijk is van alle andere Rekenkundige axioma’s. Deze 
bevinding is, zooals men weet, voor de Meetkunde van 
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groot belang ; maar zij lijkt mij ook voor de Natuurkunde 
van bijzondere beteekenis, daar zij ons tot het volgende 
resultaat voert. Van den eenen kant kunnen wij, door 
aaneenvoeging van aardsche lengten, de afmetingen en 
afstanden van de hemellichamen (d.w.z. de grootheden 
der hemelruimte) met behulp van een aardschen maatstaf 
meten; van den anderen kant stellen ons de metrieke 
maten in staat, om de afstanden zelfs in het inwendige 
der atomen uit te drukken. Deze feiten zijn evenwel 
geensdeels een logische gevolgtrekking uit de beginselen 
aangaande de congruentie der driehoeken of de meetkun- 
dige configuratie, maar uitsluitend het gevolg van een 
empirische bevinding. In de Physische wereld heeft dus 
de geldigheid van het axioma van Archimedes een recht- 
streeksche proefondervindelijke bevestiging in den aan- 
gegeven zin van noode, zoodat het zich ongeveer gedraagt 
als de stelling aangaande de som der hoeken van een 
driehoek, op de bekende wijze opgevat. 

In het algemeen zou ik het axioma der continuïteit in 
de Natuurkunde als volgt willen formuleeren: „Indien van 
te voren een overigens willekeurige graad van nauwkeu- 
righeid gegeven is, bij welke een natuurkundige formule 
geldig is, dan bestaan er kleine speelruimten, waarbinnen 
de hypothesen, ter afleiding van die formule opgesteld, 
kunnen varieeren, zonder dat de afwijking, met hetgeen 
de formule oplevert, den voorgesckreven graad van nauw- 
keurigheid te buiten gaat” In den grond wordt door dit 
axioma slechts uitgedrukt, hetgeen in het wezen van het 
experiment onmiddellijk gegeven is; impliciet hebben de 
natuurkundigen dit dan ook steeds verondersteld, zonder 
dat zulks, tot nu toe, met zooveel woorden werd uitge- 
sproken. 

Indien men bijvoorbeeld de tweede hoofdwet der Thermo- 
dynamica met Planck uit het axioma der onmogelijkheid 
van een „perpetuum mobile” van. de tweede soort afleidt, 
maakt men noodzakelijk van dit continuïteits-axioma gebruik. 

Ook is dit laatste onmisbaar, als men de Statica met 
behulp van het axioma van het parallelogram van krachten _ 
of tenminste met bepaalde axioma’s, die daaraan nauw 
verwant zijn, wil grondvesten. Op zeer belangwekkende 
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wijze heeft Hamel dit aangetoond, doordat hij van het 
beginsel gebruik maakte, dat voor een continuum de moge- 
lijkheid bestaat, geordend te kunnen worden. 

Evenzoo kan men de axioma's der klassieke Mechanica 
verdiepen, als men krachtens het continuïteits-axioma zich 
de continue beweging door middel van impulsies als het 
ware ontbonden denkt in rechtlijnige, eenparige bewe- 
gingen, welke zeer snel op elkander volgen ; als een nood- 
zakelijk axioma der Mechanica moet men dan het beginsel 
van Bertrand aangaande den maximalen arbeid benutten, 
volgens welk beginsel na elken stoot steeds die beweging 
in werkelijkheid plaats heeft, waarvoor het kinetisch 
arbeidsvermogen van het systeem het grootst is ten aanzien 
van alle bewegingen, die met het beginsel van het behoud 
van arbeidsvermogen vereenigbaar zijn. 

Wat de pogingen van meer recenten datum betreft, om 
de Natuurkunde en in het bijzonder de Electrodynamica 
te grondvesten, deze berusten geheel en al op de theorieën 
over het continuum, zoodat zij in de meest ruime mate de 
idee der continuïteit met zich brengen; ik zal deze hier 
evenwel niet bespreken, omdat deze onderzoekingen nog 
geen voldoenden graad van volkomenheid hebben bereikt. 

Beschouwen we nu het tweede vraagstuk, waarover wij 
boven spraken, dat nl. op het ontbreken van tegenspraak in _ 
de axioma's betrekking heeft. Deze vraag is van het hoog- 
ste belang, want het aanwezig zijn van tegenstrijdigheid 
in een theorie zou haar onwankelbaar karakter geheel in 
twijfel brengen. 

Nu kan het evenwel gebeuren, dat het denkbeeld der 
innerlijke niet-tegenstrijdigheid slechts moeilijk met theo- 
rieën in overeenstemming is te brengen, die sinds geruimen 
tijd ingeburgerd zijn en haar bruikbaarheid hebben bewezen. 
Ik behoef b.v. slechts bij de kinetische gastheorie aan de 
moeilijkheden betreffende de periodieke omkeerbaarheid 
te herinneren. 

Vaak wordt ook de innerlijke niet-tegenstrijdigheid van 
een theorie als vanzelfsprekend beschouwd , terwijl in 
werkelijkheid diepgaande wiskundige ontwikkelingen noo- 
dig zouden wezen, om haar aan te toonen. Ter toelichting 
beschouwen we het volgend vraagstuk uit de theorie der 
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Warmtegeleiding: de temperatuur-verdeeling in het inwen- 
dige van een homogeen lichaam, waarbij ieder punt van 
het oppervlak op een bepaalde temperatuur wordt gehou- 
den, die van punt tot punt verandert. Dit alles voorop- 
gesteld bevat feitelijk het postulaat, dat het temperatuur- 
evenwicht gehandhaafd blijft, niet de minste innerlijke 
tegenspraak. In theorie evenwel moet men aantoonen, dat 
het bekende vraagstuk over de grenswaarden der poten- 
tiaal steeds een oplossing toelaat, want deze alleen bewijst, 
dat een temperatuurverdeeling, die aan de differentiaal- 
vergelijking der warmtegeleiding voldoet, in beginsel 
mogelijk is. 

Men kan er echter, vooral in de Natuurkunde, niet mede 
volstaan, dat de beginselen eener theorie met elkander 
overeenstemmen; men moet ook nog aantoonen, dat deze 
niet met de beginselen van een naburige tak van weten- 
schap in tegenspraak zijn. 

Zoo brengt b.v. — gelijk ik onlangs heb aangetoond — 
het axioma der stralingstheorie, behalve de fundamenteele 
wet van Kirchhoff over uitstraling en absorptie een be- 
paalde uitspraak over de terugkaatsing en breking van 
geïsoleerde lichtstralen met zich mede, die men als volgt 
onder woorden. zou kunnen brengen. Beschouwt men twee 
ongepolariseerde lichtstralen met gelijk arbeidsvermogen, 
die ter weerszijden op een scheidingsvlak tusschen twee 
middenstoffen vallen en wel in zoodanige richtingen, dat 
de eerste na doorgang en de tweede na terugkaatsing 
samenvallen. Dan is de lichtstraal, die hierdoor ontstaat, 
wederom ongepolariseerd, terwijl zij hetzelfde arbeids- 
vermogen bezit. 

Deze stelling is, zooals inderdaad blijkt, op geen enkele 
wijze in tegenspraak met de optica, maar bovendien kan 
zij afgeleid worden als een gevolgtrekking uit de electro- 
magnetische lichttheorie. 

Gelijk men weet, zijn de uitkomsten der kinetische Gas- 
theorie geheel in overeenstemming met de Thermodynamica. 

Evenzoo zijn de Electromagnetische inertie en de gravi- 
tatie in de opvatting van Einstein met de overeenkomstige 
begrippen in de klassieke theorie vereenigbaar, in zooverre 
dat deze als grensgevallen der meer algemeene begrippen 
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zijn te beschouwen, die aan de nieuwe theorieën ten grond- 
slag liggen. 

Daarentegen hebben de Quanten-theorie en de voort- 
durend betere kennis van den inwendigen bouw der atomen 
tot wetten geleid, die rechtstreeks met de Electrodyna- 
mica, zooals die tot nu toe uit de vergelijkingen van 
Maxwell werd opgebouwd, in tegenspraak zijn. Daarom 
bestaat op dit oogenblik in de Electrodynamica, zooals 
algemeen erkend wordt, dringend behoefte aan een nieuwen 
„grondslag en aan een algeheele omvorming. 

Zooals men uit al het voorgaande ziet, moet steeds de, 
opheffing der tegenstrijdigheden, die zich voordoen, in 
een andere keuze van axioma's gezocht worden; de moei- 
lijkheid schuilt dan hierin, hoe men een keuze kan treffen, 
zoodat alle waargenomen natuurkundige wetten uit de 
gekozen axioma’s logisch voortvloeien. 

Anders is het gesteld, wanneer zich tegenstrijdigheden 
in de zuiver theoretische wetenschappen voordoen. Als 
classiek voorbeeld van een dergelijk voorval kan men de 
theorie der verzamelingen en het paradox van de verza- 
meling van alle verzamelingen noemen, waarvan de 
oorsprong reeds tot Cantor teruggaat. Dit paradox legt 
zooveel gewicht in de schaal, dat wiskundigen van grooten 
naam, zooals Kronecker en Poincaré hierom alle recht van 
bestaan aan de geheele Theorie der verzamelingen hebben 
ontzegd, hoewel deze een der weligste en krachtigste 
takken der wiskunde vormt. 

De axiomatische methode weet gelukkig met dezen 
ongewissen toestand raad. Doordat hij daartoe geëigende 
axioma’s aan het licht bracht, beperkte Zermels van den 
eenen kant de willekeur in de definities betreffende de 
verzamelingen, terwijl hij van den anderen kant scherp 
afbakende, welke uitspraken toelaatbaar waren, door ze 
op de grondbeginselen der verzamelingen terug te voeren. 
Op deze wijze slaagde hij er in de theorie der verzame- 
lingen zoo te ontwikkelen, dat de tegenspraken kwamen 
te vervallen, terwijl zij toch, niettegenstaande de opgelegde 
beperkingen, denzelfden omvang en dezelfde toepasbaar- 
heid behield. 


In de gevallen, die wij tot dusver beschouwden, gaat het 
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over tegenstrijdigheden, die zich in den loop der ontwik- 
keling eener theorie hadden voorgedaan en tot wier op- 
heffing een algeheele omwerking van een stelsel van 
axioma's noodzakelijk was. Maar het is niet voldoende 
de tegenspraken te vermijden, die zich mochten voordoen, 
indien men tenminste aan de Wiskunde, die daardoor in 
opspraak is gebracht, haar goeden naam wil terugbezorgen, 
dat zij het toonbeeld der meest gestrenge wetenschap is. 
Het wezen der axiomatische methode zelf brengt mede, 
dat zij veel verder gaande eischen stelt; zoo moet zij 
inzonderheid aantoonen, dat in elk speciaal geval, op grond 
van het systeem der vooropgestelde ‘axioma’s, binnen een 
wetenschappelijk gebied tegenspraken tot de absolute onmo- 
gelijkheden behooren. 

In overeenstemming met dezen eisch heb ik in de 
„Grondslagen der Meetkunde” de niet-tegenstrijdigheid der 
vooropgestelde axioma’s bewezen, door te laten zien, dat 
iedere tegenspráak, die logisch uit de meetkundige axioma’s 
zou volgen, noodzakelijk ook in de Rekenkunde van de 
klasse der reëele getallen aan den dag zou treden. 

Wat de Natuurkundige theorieën zelf betreft, ook hier 
kan even klaarblijkelijk er mede volstaan het vraagstuk 
der innerlijke niet-tegenstrijdigheid op de niet-tegenstrij- 
digheid der Rekenkundige axioma’s terug te voeren. Zoo 
is door mij de niet-tegenstrijdigheid der axioma’s, die voor 
de stralingstheorie onontbeerlijk zijn, aangetoond, doordat 
ik een stelsel van axioma’s ontwierp, die uit onafhankelijke 
analytische bestanddeelen waren samengesteld, hetgeen 
de niet-tegenstrijdigheid der Analyse vooronderstelt. 

Op een dergelijke wijze kan en moet men zelfs even- 
tueel bij den opbouw eener Wiskundige theorie te werk gaan. 
Beschouwen we b.v. de stelling, die bij de ontwikkeling 
der Groepentheorie van Galois op de wortel-ewistentie be- 
trekking heeft, en het beginsel, dat in de Theorie der 
priemgetallen uitspraak doet omtrent de ligging der. nul- 
punten bij de Z-functie van Riemann, als axioma's; men 
moet dan in elk van deze gevallen de niet-tegenstrijdigheid 
van het beschouwde stelsel van axioma’s bewijzen, en 
daartoe met behulp der Analyse de stelling aangaande de 
wortel-existentie, alsmede het beginsel van Riemann be- 
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treffende de Z-functie aantoonen, want slechts op deze ijk 
is de vervolmaking der theorie te waarborgen. 

Evenzoo is het vraagstuk der niet-tegenstrijdigheid in 
het stelsel van axioma’s voor de reëele getallen terug te 
brengen tot een vraagstuk, dat de geheele getallen betreft. 
Dit is aan Weierstrasz en Dedekind te danken, die zulks 
door hun theorie der irrationale getallen hebben aan- 
getoond. 

De eenige gevallen van uitzondering hierop zijn intus- 
schen het axioma der geheele getallen en de grondslagen 
van de Leer der verzamelingen. Een weg, die tot een nog 
meer beperkt wetenschappelijk gebied zou leiden, schijnt 
afgesneden, want buiten de Logica bestaat er geen enkel 
wetenschappelijk opzicht, waartoe een laatste toevlucht 
nog mogelijk zou zijn. 

Daar men evenwel aan den plicht om de niet-tegen- 
strijdigheid aan te toonen, niet kan ontkomen, zoo is het, 
naar het schijnt, noodzakelijk de Logica zelve te axioma- 
tiseeren en te bewijzen, dat de Getallentheorie, alsmede 
de Leer der verzamelingen, slechts onderdeelen der 
Logica zijn. 

Deze weg is sedert geruimen tijd, vooral door de diep- 
gaande onderzoekingen van Frege, geöffend; maar het is 
ten slotte Russell, een even diep logisch denker als scherp- 
zinnig mathematicus, geweest, aan wien de openstelling is 
te danken. De voltooiing der reusachtige taak, welke deze 
laatste aanvaard heeft, om de Logica te axiomatiseeren, 
zou men terecht als de bekroning van het proces der 
axiomatisatie zelve kunnen beschouwen. 

Evenwel vordert deze voltooiing wederom nieuwen en 
veelzijdigen arbeid. Bij dieper nädenken blijkt inderdaad 
al spoedig, dat het vraagstuk van de niet-tegenstrijdigheid 
bij de verzamelingen en de geheele getallen niet op zichzelf 
staat, maar dat het aansluit bij een uitgestrekt gebied van - 
uiterst moeilijke vragen, die tot de Kennistheorie behooren, 
hoewel zij zuiver wiskundig gekleurd zijn. Om het karakter 
van vragen in het kort weer te geven, volsta ik met een 
opsomming zonder meer. Laat een wiskundig vraagstuk steeds 
een oplossing toe? Een vraag van gewicht, waaraan zich 
op de tweede plaats de volgende aansluit: Is het steeds 
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mogelijk, om de uitkomst van een wiskundig onderzoek te 
toetsen? In dezelfde orde van ideeën kan men zich afvragen, 
wat men door het kenmerk van eenvoud bij wiskundige 
bewijzen heeft te verstaan ? Hoe moet men in de wiskunde 
Wiskunde en de Logica tusschen inhoud enh vorm verband 
leggen ? Waarin bestaat ten slotte de bepaaldheid door een 
eindig aantal bewerkingen van een wiskundig vraagstuk ? 

Eerst als alle vragen van dezen aard zijn opgelost en 
in het onderling verband zijn begrepen, eerst dan zal de 
axiomatisatie der Logica ons geheel kunnen voldoen. 

Inzonderheid is de laatste vraag omtrent het bepaald 
zijn door een eindig aantal bewerkingen wel het meest 
bekend en besproken, daar zij in hooge mate het wezen 
der wiskundige gedachte betreft. 

Gaarne zag ik de belangstelling, die men haar toedraagt, 
nog vermeerderen, waarom ik eenige bijzondere, wiskun- 

dige vraagstukken zal opvatten, waarin zij voorzeker een 
_rol speelt. 

Zooals men weet, ligt aan de theorie der algebraïsche 
invartanten een theorema ten grondslag, volgens hetwelk 
er steeds een eindig aantal geheel rationale invarianten 
bestaat, waaraan het is te danken, dat alle andere derge- 
lijke invarianten geheel rationeel kunnen worden voor- 
gesteld. Hiervan is door mij het eerste, algemeene bewijs 
geleverd, dat, naar ik meen, ten volle in onze behoefte 
naar eenvoud en duidelijkheid voorziet; het blijkt evenwel 
onmogelijk, dit bewijs zoo om te vormen, dat men met 
behulp daarvan grenzen zou kunnen aangeven voor het — 
naar alle zekerheid — eindig aantal der invarianten, die . 
het geheele systeem vormen, of om deze laatste werkelijk 
op te stellen. 

Overwegingen van geheel anderen aard en nieuwe 
beginselen zijn noodig geweest, om te kunnen vaststellen, 
dat het opstellen van het geheele stelsel van invarianten 
uitsluitend zulke bewerkingen vordert, waarvan het aantal 
eindig en binnen grenzen gelegen is, die van te voren 
aangegeven kunnen worden. 

De theorie der oppervlakken biedt ons een ander voorbeeld 
van ditzelfde feit. Inderdaad brengt de Meetkunde van de 
oppervlakken van de vierde orde een fundamenteele vraag 
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te berde, nl.: uit hoeveel afzonderlijke bladen kan zulk 
een oppervlak ten hoogste zijn samengesteld ? 

Om deze vraag te kunnen beantwoorden, wordt ons als 
eerste taak opgelegd aan te toonen, dat het aantal dezer 
bladen eindig moet zijn. Het bewijs hiervan blijkt gemak- 
kelijk te leveren, wanneer men in de volgende Functie- 
theoretische beschouwingen treedt. Men veronderstelt het 
bestaan van een oneindig aantal bladen en kiest binnen 
ieder ruimtedeel, dat door een blad begrensd wordt, een 
enkel punt. Waar echter deze punten, door de wijze, 
waarop zij zijn gekozen, oneindig talrijk zijn, een dichtings- 
punt zouden hebben, zou het oppervlak een singulier punt 
van zoodanigen aard bezitten, dat men zulks bij een alge- 
braïsch oppervlak voor uitgesloten moet houden. 

De weg, door de Functietheorie aangewezen, stelt ons 
derhalve op geen enkele wijze in staat, om voor het aantal 
bladen van het oppervlak een bovenste grens aan te wijzen. 
Daarom is het beter zijn toevlucht tot beschouwingen, 
berustende op het aantal snijpunten, te nemen; hiermede 
vindt men ten slotte, dat het gezochte aantal der gebieden 
niet hooger dan 12 kan zijn. | 

Hoeveel deze tweede methode ook van de eerste ver- 
schilt, toch kunnen wij haar noch vereenvoudigen, noch 
omvormen, zoo dat wij zouden kunnen beslissen, of er 
werkelijk een oppervlak van de vierde orde met 12 bladen 
bestaat. 

Maar omdat een vorm van den vierden graad en van 
de vierde orde 35 homogene coëfficiënten bezit, kunnen 
wij ons een bepaald oppervlak van de vierde orde door 
een punt in een ruimte van 34 afmetingen afgebeeld denken. 
De discriminant van bovengenoemden vorm isin de daarin 
optredende coëfficiënten van den 108sten graad; maakt 
men deze gelijk nul, dan stelt de vergelijking een opper- 
vlak van de 108ste orde in de ruimte van 34 dimensies 
voor. Omdat aan den anderen kant de coöfficiënten van 
den diseriminant zelve bepaalde geheele getallen zijn, kan 
men het topologisch karakter van het discriminant-opper- 
vlak nauwkeurig vaststellen, geheel volgens de wetten, 
waarmede wij in de ruimte van twee en drie afmetingen 
vertrouwd zijn geraakt. Op deze wijze kunnen wij op 
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feillooze wijze over den aard en de beteekenis der afzon- 
derlijke gebieden worden ingelicht, waarin door het dis- 
criminant-oppervlak de ruimte van 34 afmetingen wordt 
verdeeld. Al die oppervlakken van de 4de orde, die door 
punten van eenzelfde, op deze wijze bepaald gebied wor- 
den afgebeeld, bezitten dan zeker hetzelfde aantal bladen. 

Dit vastgesteld, kan men door een eindige aftelling, hoe 
vermoeiend en van langen duur dar ook, bevestigen, of 
al dan niet een oppervlak van de 4de orde bestaat, waar- 
van het aantal bladen » { 12 is. 


De Meetkundige beschouwingen, die wij zooeven ont- 
wikkelden, vormen den derden weg, om de gestelde vraag 
te beantwoorden. Zij stellen ons in staat, dit met behulp 
van een eindig aantal bewerkingen te doen. Hiermede is 
dus ons vraagstuk in beginsel volledig uitgeput: het is 
teruggebracht tot een orde van vraagstukken, ongeveer 


analoog met de taak, om het cijfer van den rang 1010” 
te vinden, wanneer men z in den vorm van een decimale 
breuk ontwikkelt. Klaarblijkelijk laat dit probleem een 
oplossing toe, hoewel deze onbekend moge blijven. 

Op slot van rekening doet men beter met de diepgaande 
en moeilijke onderzoekingen te benutten, die Rohn met 
behulp van Algebra en Meetkunde heeft verricht, Uit deze 
onderzoekingen blijkt inderdaad, dat een oppervlak van de _ 
Ade orde niet uit 11 bladen kan zijn samengesteld: slechts 
10 bladen kunnen zich in werkelijkheid voordoen. Deze 
vierde methode alleen brengt ons dus de volledige oplos- 
sing van het gestelde vraagstuk. 

Deze speciale ontwikkelingen doen zien, hoe verschil- 
lende bewijsmethoden op hetzelfde vraagstuk toepasbaar 
zijn; zij stellen ons in staat, om het wezen zelf van het 
Wiskundig bewijs van naderbij te bestudeeren. Dit is 
trouwens noodzakelijk, indien men met kans op succes 
opheldering tracht te verkrijgen bij vraagstukken, die met 
het bepalen van een probleem door middel van een zeer 
groot, maar eindig aantal operaties overeenkomst bezitten. 

Äl deze, tot het wezen behoorende problemen, waarvan 
ik straks het karakter aangaf, en waaronder dat betref- 
fende het aantal bewerkingen, slechts het laatst behandelde 
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en genoemde is, schijnen mij een belangrijk gebied, dat 
eerst kort geleden ontdekt is. Om dit veld te ontginnen 
moeten wij, naar mijn overtuiging, het begrip van de 
bewijsvoering, die in haar soort wiskundig is, afzonderlijk 
tot het voorwerp van een onderzoek te maken. Op juist 
dezelfde wijze moet immers de sterrekundige de beweging 
van de plaats, waar hij zich bevindt, en de natuurkundige 
de theorie van zijn toestellen in aanmerking nemen; 
evenzoo is de wijsgeer gehouden, om de rede zelf aan 
critiek te onderwerpen. 

Het in vervulling doen gaan van dit program vormt een 
taak, die op dit oogenblik zeker nog lang niet voltooid is. 

Tot besluit zou ik in enkele woorden mijn algemeene 
opvatting van het wezen der axiomatische methode willen 
resumeeren. 

Mijns inziens heeft men alles bereikt, wat het voorwerp 
van wetenschappelijke bespiegeling kan zijn, zoodra de 
vorm voor een theorie, voor de axiomatische methode en 
hierdoor langs een omweg voor de Wiskunde rijp is ge- 
worden. Hoe meer wij in de steeds dieper liggende lagen 
der axioma's in den zin, zooals wij boven aangaven, 
doordringen, des te dieper inzicht verkrijgen wij in het 
wezen der wetenschappelijke gedachte, des te meer wor- 
den wij ons ook van de eenheid van onze kennis bewust. 
In het samenstel der wetenschappen, zooals dit bij de 
axiomatische methode zich afteekent, schijnt de Wiskunde 
voorbestemd te zijn, om daarin een leidende rol te ver- 
vullen. | 
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De deelbaarheid der onevene getallen. (1) 


DOOR 
R. H. F. SIKKES (Velp) 


Inleiding. 


Een getal is deelbaar, wanneer het gesplitst kan worden 
in gelijke deelen, die grooter zijn dan de eenheid. 

Wijl alle evene getallen door 2 deelbaar zijn (2), betreft 
de vraag, of een getal deelbaar is, alleen onevene getallen ; 
en daar alle onevene getallen, die op 5 eindigen, deelbaar 
zijn door 5(%), hebben we bij de beantwoording der vraag 
omtrent de deelbaarheid ons alleen te bepalen tot die 
getallen, welke op 1, 3, 7 of 9 eindigen. 

Bij het onderzoek naar de deelers dezer getallen kunnen 
we alle evene deelers uitsluiten, wijl een -oneven getal 
niet door een even getal deelbaar kan zijn. Eveneens 
kunnen we het onevene getal 5 en zijne onevene veelvouden 
uitsluiten, daar zij alleen van die onevene getallen deelers 
kunnen zijn, welke op 5 eindigen. De deelers moeten dus, 
evenals de deeltallen, de 1, 8, 7 of 9 tot eindcijfer hebben. 


Lì. De grondformules. 


Het laat zich denken, dat elk getal wel eene eigenaar- 
digheid zal bezitten, waardoor het zich van de andere 
getallen onderscheidt; maar tevens, dat het die eigenaar- 
digheid bij zijne veelvouden onveranderd zal blijven be- 
behouden. Het is immers niet aan te nemen, dat eenig 
getal, met eene bepaalde eigenschap, deze zoude verliezen, 


(1) In de spelling van Siegenbeek, 
(2) Behalve het getal 2 zelf, dat volgens de gegevene definitie 
van deelbaarheid ondeelbaar is, 


(3) Alle tien-, honderd-tallen enz, zijn immers veelvouden van 5 ; 
en eenig getal, dat de som is van zulk een willekeurig veelvoud 
en 5, moet dus door: 5 deelbaar zijn, 


door er een of meermalen eene gelijke hoeveelheid aan 
toe te voegen. 
Het is nu onze taak, deze eigenaardigheden op te sporen : 


A. Van de op 9 eindigende deelers. 


Wij beginnen met de 9, als 09 de kleinste dezer deelers. 

$ 1. Wij rangschikken ten dien einde de getallen, zooals 
in Tabel 1 is aangegeven. 

Wij zien nu, dat de getallen van al deze 

Tabel 1. kolommen, hoe men die ook moge voort- 


1 10 19 28 zetten, in de som hunner cijfers dezelfde 
5 ES En ENZ. waarde hebben als die der eerste kolom, 
A 13 22 en steeds in dezelfde volgorde. Dit kan 
aes Mps’ ook niet anders, wijl elke kolom met 1 be- 
6 15 24 gint (want in de tweede kolom is 10 = 1 +0 
d Ee a = 1, inde derde: 19=149=10=1H0= 
9 18 27 —=1 (*), enz.) en elk volgend En met 1 


opklimt. Hieruit volgt: 

19, dat het laatste getal van elke kolom, die op äë eerste 
volgt, steeds een veelvoud van 9 is; 

29, dat de som der cijfers van de veelvouden van 9 
steeds het getal 9 opleveren, als ne zij de laatste ge- 
tallen der kolommen; en 

3%, dat alleen de getallen, welker cijfersom —=9 is, 
veelvouden van 9, en dus door 9 deelbaar moeten zijn. 

Noemen wij nu en in het vervolg het laatste getal der 
eerste kolom het „grondgetal”, dan kunnen wij zeggen: 

Alle door 9 deelbare getallen kunnen door enkele optel- 
ling hunner cijfers tot het grondgetal worden teruggebragt. 


S 2. Wij gaan nu over tot het getal 19. 

Dit is gelijk aan 10 +9, of = 1499 =1+4H2XD; 
d. w.z., het grondgetal 19 komt weder te voorschijn, als 
wij het eindcijfer 9 tweemaal nemen en dit product bij het 
voorgaande cijfer 1 optellen. 


(1) In eenig getal heeft de aanwezigheid van de 9 dus geenen 
invloed op de eindsom der cijfers; bij de optelling der cijfers ter 
verkrijging van die eindsom kan dus de 9 veilig verwaarloosd 
worden : ze is in dit opzigt = 0, 
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Wanneer wij nu deze zelfde bewer- 

Tabel 2. _ king toepassen op zijne veelvouden 38, 57, 

1 20 39 58 enz. (Tabel 2), dan komen wij steeds weder 

___à + enz. tot het grondgetal 19 terug; b.v. 38:2 xX 8 

+3=19,51:2X745==19, enz. Dit is dus 

HEL ARIES geheel in overeenstemming met het boven 

BOD gezegde, en wij kunnen veilig als alge- 
meenen regel aannemen: 

Een getal, hoe groot het ook zij, is deelbaar door 19, 
wanneer na wegname van het eindcijfer de som van twee- 
maal dat cijfer en het daar vóór staande deel van het ge- 
tal= 19 is. 


S3. Op dezelfde wijze is 29 =23 XI, en wij zouden 
zoo kunnen voortgaan ad infinitum; maar dit is reeds 
voldoende, om hieruit van alle op 9 eindigende deelers 
(egrondgetallen) de formule af te leiden, die op eenig ge- 
tal moet worden toegepast bij het onderzoek naar zijne 
deelbaarheid door den betreffenden deeler. 

Wanneer wij dan aan het hoofd de 9 plaatsen als 09, 
het eindcijfer van de grondgetallen en hunne veelvouden e 
noemen en het daar vóór staande deel v, dan leert Tabel 
A ons de formules van alle op 9 eindigende deelers. 


Tabel A. 
09:11 Xetv (OHDed-v 
19:2 Xed-v of (1 4 Dev 
29:3 Xe tv (24 Ded-v 
89:4 Xed-v (BH Dev 
enz, 


Daar nu, zooals wij zagen, elke formule ook op de 
veelvouden van het grondgetal van toepassing is, 
kunnen we zeggen: 

De veelvouden van 9 en van alle op 9 eindigende 
deelers kunnen door toepassing van de aan het grondge- 
tal eigene formule, de grondformule, steeds tot het grond- 
getal worden herleid, — evenals het grondgetal uit zich 
zelf weer te voorschijn komt. 

De vraag, of b.v. 5172237 door 9, 19 en 29 deelbaar is, 
lossen wij aldus op: 

Wiskundig Tijdschrift, 16e Jaargang. Aa 
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5112237, "5112:30, 51751522, 54, GEN 
(| 3 Oss 


AE | 


5172237, “511281, 51137, 5187,-532, Di US Nen 

14 14 4 ál Al 14 

5172237, 511244, „D1136,-519 1, 522, 58 2E 
21 12 18 3 6 24: 


B. Van de op 1 eindigende deelers. 


Wanneer we overwegen, dat in al deze getallen v altijd 
het veelvoud is van e (met uitzondering van de 11, waar 
ven e gelijk zijn), en dat, ook bij de 11, ve=v is, en dus 
v—ve=0, dan is de vraag gemakkelijk op te lossen. 


S 1. In het eerste grondgetal 11 zijn dus wv en e gelijk, 
en v-—e is=0. Op de veelvouden van 11 (Tabel 3) heeft 
de toepassing dezer formule eveneens 

Tabel 3. altijd O tot uitkomst, om de reeds boven 

1 12 23 34 vermelde reden. Wij kunnen dus zeggen : 
enz. Wanneer men van een door 11 deelbaar 
getal telkens het eindcijfer e wegneemt (°) 

Bede AEM: en van het daar vóór staande deel aftrekt, 
11420083 blijft er ten slotte O over; en omgekeerd, 
als van eenig getal 0 overblijft, wanneer 


rt 
rn en 


men genoemde bewerking daarop toepast, dan is dit getal _ 


door 11 deelbaar. 


(2) Deze wijze van optelling der cijfers is eene bijzondere en 
dient hier alleen, om de overeenstemming van de 9 met alle op 
9 eindigende deelers aan te toonen. 

(2) Welk eindcijfer een getal ook moge hebben, de gansche 
bewerking komt hierop neer, dat men van het getal l X e aftrekt 
en daarna eX (het grondgetal +1), dus e(9 4-1),e(19 +1), 
e(29 J-1), enz, bij het getal optelt. 

Men telt dus eigenlijk e X het grondgetal bij het getal op. 

Noemt men het grondgetal x, dan bedraagt de vermeerdering 
altijd e X », wat op de deelbaarheid van het getal door # geenen 
invloed kan uitoefenen. 

(8) Het eindcijfer e wordt altijd weggenomen; de vermelding 
dier wegname kan dus vervallen, | 


\ 
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S 2 In het volgende op 1 eindigende grondgetal 21 is 
v met één toegenomen, d. w. z., verdubbeld. 
Het eindcijfer 1 moet hier dus dubbel 
Tabel 4. genomen worden, de formule moet hier zijn : 
1 22 45 64 p_— 2e, opdat het resultaat —0 zij. Deze 
BUL ‚ENZ formule moet dus ook op zijne veelvouden 
Bek (Tab. 4) van toepassing zijn,en de algemeene 
hare _ regel is derhalve: | 
21 42 65 Een getal, hoe groot het ook zij, is deel- 
baar door 21, wanneer na aftrekking van het tweevoud 
van het eindcijfer van het daar vóór staande deel van het 
getal het resultaat =0 is. 
$ 3. Zoo zoude men kunnen voortgaan, maar dat is niet 
noodig. We kunnen nu reeds, mede in verband met de 
algemeene formule v—ve=0, in Tabel B een overzigt- 
geven van de formules van alle op 1 eindigende deelers. 


Tabel B. 
U:v_—-lXe=0 
2:v_—-2Xe=0 
dl:v_—3Xe=0 
4l:v—4 Xe=0 


Daar nu de aan elk grondgetal eigene formule in $ 1 
en 8 2 ons op al zijne veelvouden van toepassing is ge- 
bleken, kunnen we zeggen: 

Alle veelvouden van de op 1 eindigende grondgetallen 
kunnen, hoe groot ze ook mogen zijn, door toepassing van 
de aan het grondgetal eigene formule, de grondformule, 
steeds tot 0 worden teruggebragt ; en omgekeerd, wanneer 
van eenig getal na deze bewerking 0 overblijft, dan is het 
een veelvoud van den betreffenden deeler en dus daar- 
door deelbaar. 

De vraag, of b.v. 421827 door 61 deelbaar is, beantwoor- 
den wij op de volgende wijze bevestigend: 

421327, 42090, 366, 0. (1) 
12 54. __ 36 


EEn EE den 


of © — ve=0. 


(1) Welk eindcijfer een getal ook moge hebben, de bewerking 
bij het onderzoek naar zijne deelbaarheid door eenen op 1 eindi- 
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C. Van de op 8 eindigende deelers. 


Wij beginnen met de 3, dat de kleinste deeler is en dat 
wij kunnen beschouwen als den kleinsten der op 5 eindigende 
deelers, als wij haar den vorm 03 geven. 


S 1. Wijl 9 een veelvoud is van 3, is een door 9 deelbaar 
getal ook deelbaar door 3. 

Nu volgt echter uit Tabel 1, dat de deelbaarheid door 9 
geen uitsluitend vereischte is voor de deelbaarheid door 3. 
Immers, elke kolom daarvan bestaat uit drie deelen van 


elk drie getallen. En wanneer men nu de volgorde der ge- 


tallen voorstelt als in Tabel 5, dan zien we, dat de eind- 


cijfers der eerste drie ko- 


Tabel 5. lommen 3, 6 en 9 zich in 
14 17 20 enz. 


hoever men die ook voortzet. 


Daar nu de eindgetallen der op de eerste volgende — 


kolommen de veelvouden zijn van 8, blijkt het ons, dat alle 


getallen door 3 deelbaar zijn, welker cijfersom het 1-,2- of — 


3voud van 3 bedraagt. Voor het onderzoek naar de deel- 


baarheid van eenig getal door 3 hebben we dus denzelfden — 


regel als bij de 9: De optelling zijner cijfers. 


Men zegt gewoonlijk: Een getal is deelbaar door 3 of — 


9, wanneer de cijfersom door 3 of 9 deelbaar is. 

Deze definitie is echter niet geheel juist. Men krijgt 
hierdoor den indruk van gelijkheid dezer beide getallen, 
wat hunne eigenschap betreft, maar er is tusschen beide 
inderdaad een groot verschil. 


Immers, in Tabel 1 (blz. 224) worden de eindgetallen — 
van alle op de eerste volgende kolommen door optelling — 


hunner cijfers gereduceerd tot 9; en in Tabel 5 hebben we 
drie uitkomsten: 3, 6 en 9. 

Maar vervolgens is die definitie niet juist, omdat bij de 
veelvouden van 9 de cijfersom, die daar steeds — 9 is, niet 


genden deeler beteekent dus, dat telkens het e-voud van dien deeler 
van het getal wordt afgetrokken, daarbij weder de O als eindcijfer 
verwaarloozende, Noemt men het grondgetal #, dan bedraagt de 


vermindering altijd e X ”, wat op de al-: of niet-deelbaarheid door — 
dat grondgetal natuurlijk evenmin invloed heeft als eene bijvoeging. — 


Ô 13 16 19 22 dezelfde volgorde in de { 
DAD 1 verdere kolomm. herhalen, — 


Ne ng Pe PRE 


ne PT 
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door 9 deelbaar is: 9 is niet door 9 deelbaar. En voor de 
3 gaat zij om dezelfde reden mank, wanneer van een 
veelvoud van 3 de cijfersom =83 is. 


S 2. Wij komen nu tot het getal 13. 

Dit is gelijk aan 10+3=l4-3Xx33=lH4X83; 
d.w.z, wij vinden het getal 13 terug, wanneer we het 
eindcijfer 3 viermaal nemen en het product bij het voor- 
gaande cijfer 1 optellen. 

Passen wij dezelfde: bewerking toe op zijne veelvouden 
(Tabel 6), dan verkrijgen we uit 26:4X642=%6, uit 

| Ee 6. Bih re Ek 
; 0 al ei 2 oe lë Bede z., bij 13 en zijne 
TE DE Cé veelvouden ontstaan, even- 
13 26 39 52 65 18 91 als bij de 3, bij deze be- 
werking zijn 1-, 2- en 3- 
voud in regelmatige volgorde. d 

Wij kunnen dus zeggen: 

Een getal, hoe groot het ook zij, is deelbaar door 13, 
wanneer de som van viermaal het eindcijfer en het daar 
vóór staande deel van het getal het 1-, 2- of 3-voud van 
18 is. 


S 3. Zoo zouden we steeds kunnen voortgaan, wijl elk 
volgend op 3 eindigend getal met het vorige een verschil 
vormt van 10=1+4+3X3. Maar daarom kunnen we nu 
reeds een algemeen overzigt geven van de formules van 


Tabel CA. (+) | 
03: 1 Xed-v (OX3HDedv 
13: 4 Xetv (1 X3 HDetv 
93: TXetv B(AXxX3H Det» 
99:10 Xe t-v (B XB Det vw 


enz, 


(!) Bij voortzetting van Tabel A (blz. 225) zal men bemerken, 
dat de formules van alle op 3 eindigende deelers aan hunne op 9 
eindigende 3-vouden zijn ontleend, Daarom noemen wij deze tabel 
dan ook niet enkel C, maar CA. 


Î 


alle op 3 eindigende deelers, die we ook hier de grond- — 
getallen zullen noemen; en wij plaatsen dan aan het hoofd — 
de 8 als 03. 

Afgaande op het voorgaande en op de regelmaat der — 
formules kunnen we dan veilig zeggen: 3 

Alle veelvouden van de op 3 eindigende deelers kunnen 
door toepassing van de aan het grondgetal eigene formule, — 
de grondformule, tot het 1-, 2- of 3-voud daarvan worden — 
teruggebragt; en omgekeerd, wanneer uit eenig getal, 
hoe groot het ook zij, na toepassing van eene dezer formu- 
les het 1-, 2- of 3-voud van het grondgetal te voorschijn — 
komt, waartoe die formule behoort, dan is dat getal door 
dit grondgetal deelbaar. 

Op de vraag, of b.v 682177 door 83 deelbaar is, vinden 
we het antwoord door toepassing der. formule: | 

(BX Det-v=25 Xed-v; aldus: 

Ben 68392, 6889, Eed Bor 166 =83 X:2. (1) 


15 50 25 1 | 
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D. Van de op 7 eindigende deelers. 


Wij hebben onder C gevonden, dat de formule van de — 
3 dezelfde is als.van zijn drievoud, de 9, eindigende als — 
09 op het grootste cijfer —; op analoge wijze vinden wij — 
als formule van de 7 eveneens die van zijn drievoud, de — 
21, eindigende op. het kleinste cijfer van ons talstelsel. | 


81. Wij beginnen dus met de 7, dat wij het kleinste 
der op 7 eindigende deelers kunnen noemen, wanneer wij 
het den vorm 07 geven. 


Maken wij nu weder eene tabel met de 7 als grondge- 
tal (Tabel 7), en passen we op zijne veelvouden de formule 


(1) Door de wegneming van e en de optelling van 25 X e bij 
v trekt men eigenlijk van het geheele getal 1 Xe af en telt er 
250 Xe bij op. Het is dus eene toename van het getal met 
249e=3 X 83e. Noemen wij een op 3 eindigend grondgetal x, 
dan wordt, bij de toepassing zijner formule, altijd het getal met 
Bn Xe vermeerderd, — een gevolg van de ontleening der formules 
aan de 3-vouden der grondgetallen. 
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toe, die we als wv — Ze voor 

_ Tabel 7. de 21 vonden (B, $ 2, blz. 

1 8 15 22 29 36 43 50 227), dan komen we reeds 

Bee enz. terstond” bij, „14 ‚voor de 

ED or EE moeijelijkheid, dat de af- 

ladder 21 28 35-42 49 trekking niet mogelijk is, 

als zijnde wv {2e. Maar 

evenals het bij de toepassing der positieve formules op de 

op 9 en 3 eindigende deelers alleen om de som te doen 

was, zoo is het hier bij de negatieve formules alleen om 

het verschil te doen tusschen v en 2e; wij kunnen dus 
zeggen: v — 2e of 2e —v, naarmate v ) of {2e is. 

Passen we nu deze formule op de veelvouden van 7 toe, 
dan zien we, dat daaruit 7, 7, 0 in regelmatige volgorde 
te voorschijn komt, hoever men die kolommen ook moge 
voortzetten ; uit 14:2 XxX 4—1=7, uit 21:2X1—2=0, uit 
28:2x8—2—=14, en uit 14 weer 7, uit 35: 2 Xx 5_—3=7, 
enz. Wij kunnen dus zeggen: 

Een getal, hoe groot het ook zij, is deelbaar door 7, 
wanneer het verschil tusschen tweemaal het eindcijfer en 
het daar vóór staande deel van het getal=7 of —0 is. 


S 2. Voor dem volgenden deeler 17 vinden wij de for- 
mule, als wij bedenken, dat 17 =10471=3 417 is; 
immers, dit is — (3,5 — 0,5) +2 X 3,5 +2 X 3,5 =5 X 3,5 — 0,5. 
Wijl wij echter voor v ene alleen geheele waarden kunnen 
hebben en v in 17 gelijk 1 is, moeten wij dezen vorm met 
2 vermenigvuldigen; wij verkrijgen dan 5 X 7 —l1, d. w.z. 
De —v, of v —be, als de juiste formule. 

Wanneer wij deze formule op de veelvouden van 17, de 

eindgetallen der kolom- 
Tabel 8. men in Tabel 8 toepas- 
1 18 35 52 69 86 103 120 sen, dan komt, hoever 
EE ‚enz. men diekolommen moge 
voortzetten,hieruit17,17,0 
in regelmatige volgorde 

te voorschijn; uit 
34:5X4—3= 11, uitD1:5 X1—5== 0, uit 68: 5 X8 —6=34, 

en uit 34 weer 17, enz. 
Wij kunnen dus zeggen: 


17 34 51 68 85 102 119 
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Een getal, hoe groot het ook zij, is deelbaar door 17, 
wanneer het verschil tusschen vijfmaal het eindcijfer en 
het daar vóór staande deel van het getal =17 of =0 is. 


$ 3. Vervolgensis27 =10 +10 4-7=38 413411 
—= (3,5 — 0,5 +7) + (3,5 —0,5 F1) +1=4XT—l, of 4de — 1. 

Wijl v nu echter =2 is, moeten we ook dezen vorm 
weder met 2 vermenigvuldigen (8e—2), en de formule 
wordt dan: 8e —v of v— 8e, Passen wij haar op de veel- 
vouden van 27 toe, dan blijkt, dat daaruit op gelijke wijze 
als bij 7 en 17 in regelmatige volgorde eene serie van 
27,27,0 te voorschijn komt; uit 54:8X4-5=21, uit 
S1:8X1-—-8=0, uit 108:8 X8—10=54, en uit 54 weer 
27, enz. (}) 

Zoo zouden wij de tabellen steeds kunnen voortzetten, 
wijl elk volgend op 7 eindigend getal met het vorige een 
verschil vormt van 10 —= (3,5 — 0,5) +7. We kunnen echter 
nu reeds een algemeen overzigt (Tabel DB) geven van de 


Tabel DB (2) 
07: Xe (OX3 Dev 
17: 5Xe—-v (1 X3H-De—-v 
U: BXe—v Î (2X3HDe—v 
3U:llXe-v  (BX3H Dev 
enz. 


formules van alle op 7 eindigende deelers (grondgetallen) ; 


en wij plaatsen daarbij de 7 als 07 aan het hoofd. Om 


dezelfde reden als in C, S 3, (blz. 229), kunnen we dus hier 
zeggen: | 

Alle veelvouden van de op 7 eindigende deelers kunnen 
door toepassing van de aan het grondgetal eigene formule, 
de grondformule, tot het grondgetal of tot 0 worden herleid ; 
en omgekeerd, wanneer uit eenig getal, hoe groot het ook 


(1) Met opzet heb ik hier van de 27 ook melding gemaakt, 
om te doen zien, dat zelfs een uitsluitend door 3 en 9 deelbaar 
getal op den algemeenen regel geene uitzondering maakt. 

(2) Bij voortzetting van Tabel B (blz, 227) zal men bemerken, 
dat de formules van alle op 7 eindigende deelers aan hunne op 1 
eindigende drievouden zijn ontleend. Daarom noemen wij deze 
tabel dan ook niet enkel D, maar DB. 


% 
$ 


anas 
ke 
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zij, na toepassing van eene dezer formules het grondgetal 
te voorschijn komt, waartoe die formule behoort, of indien 
het resultaat —=0 is, dan is het getal door dit grondgetal 
deelbaar. (+) 

Het antwoord op de vraag, of b.v. 624641 door 67 deel- 
baar is, vinden we op de volgende wijze: 
624641, 62444, 6164, 536 of 120 , 67. (°) 

20 80) 80 120 536. 


ONS A Aa Reel 


IH. De nevenformules. 


In het bovenstaande hebben wij derhalve voor alle op 
1, 3, 7 en 9 eindigende getallen (®) de formules gevonden, 
voorzoover die getallen als deelers, als grondgetallen op- 
treden; de gevondene formules zijn daarom door ons 
„grondformules” genoemd. 

Dat de formules der 8- en 7-getallen gelijk zijn aan die 
hunner 3-vouden, hebben wij reeds opgemerkt; en men 
zoude het ook wel hebben bemerkt in weerwil van onze 
poging, ook deze formules zelfstandig te ontwikkelen. 

Maar de grondformules der 9- en 1-getallen, zooals wij 
die in Tabel A (blz. 225) en B (blz 227) vonden, zijn hoofd- 
formules, formules sui generis, zelfstandig, onafhankelijk ; 
en hare zelfstandigheid is het grootst, wanneer het getal, 
waartoe zij behooren, ondeelbaar is, zooals 19, 11, enz. De 
formules daarvan zijn aan geen ander getal eigen. 


(t) Bij de vp 7 eindigende deelers is het resultaat na toepassing 
der betreffende formules alleen dan, maar dan ook steeds —=0, 
wanneer wij te doen hebben met een 3-, 9, 21-, 27 voud enz, 
van het grondgetal; m.a. w., wanneer het gegevene getal tevens 
„door 3 deelbaar is. 

(2?) Door de wegneming van e en de aftrekking van 20 Xe 
van v trekt men dus eigenlijk 1 Xe} 200 Xe van het geheele 
getal af, d. w.z,: 3 X 67e, Noemen wij een willekeurig op 7 ein- 
digend Eden n, dan wordt bij toepassing zijner formule altijd 
3n Xe van het te ‘onderzoeken getal afgetrokken, — een gevolg 
weder van de ontleening der formules aan de 3-vouden. der 
grondgetallen. 

(3) Kortheidshalve spreken wij in het vervolg van: 1-, 3-,7- en 
9-getallen, 
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De formules der door 3 deelbare 9- en 1-getallen moeten 
echter ook eigen zijn aan hunne factoren, dus niet alleen 
aan het 3- en 7-getal, maar ook aan de 3. 


1. De nevenformules der 3-getallen. 


De 3 heeft dus meer dan ééne formule; wij vonden er 
reeds twee: ééne positief, uit haar drievoud 9, en de andere 
negatief, uit haar drievoud 21. Maar er zijn meer, die we 
nu zullen opsporen, niet alleen van de 3, maar van alle 
d-getallen. En wijl wij op blz. 229 de tabel, waarin wij een 
overzigt gaven van de grondformules der 3-getallen, CA 
noemden, noemen wij de hier te construeren tabellen ook 
in het algemeen CA, maar onderscheiden haar als CAI, 
CA2, enz, naarmate wij onderzoek doen naar de neven- 
formules van de 3, 13, enz. 


S1. Wij gaan ter construering dier tabellen uit van 
Tabel A (blz. 225) en komen gemakkelijk tot ons doel, 
wanneer wij haar in gedachte verlengen en daaruit eene 
tabel maken, uitsluitend van de door 3 deelbare 9-getallen. 

Voor het onderzoek naar de nevenformules van de 3 plaat- 
sen wij weder haar drievoud aan het hoofd als 09, en ver- 
krijgen dan van de 3-vouden der 3-getallen de Tabel CAI. 


5 Tabel CAI. 
09 =3X 03: 1 Xetv (OX3 Het v 
OO lan Aedo of (LX3 4 Ded-v 
69—=3X 23: 1 Xedw (2X3HDed-v 
09 —=3 X 33:10 Xe Hv (BX3HDed-v 
enz. 


Wijl nu de 3 van al deze getallen de gemeenschappe- 
lijke factor is, moeten al deze formules noodzakelijk aan 
de 3 eigen zijn. Dit wordt ons ook duidelijk, wanneer wij 
bedenken, dat het aan de deelbaarheid van eenig getal 
door 5 niets afdoet, of men, in plaats van alleen het laatste 
cijfer (l Xe) bij het voorgaande deel van het getal op te 
tellen, daaraan tevens het 3-, 6-, 9-voud enz. van het laatste 
cijfer (4 Xe, 7 X e, 10 X e‚, enz.) toevoegt. 
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Daar deze tabel tot in het oneindige kan worden voort- 
__ gezet, moet het aantal positieve formules van de 3 onein- 
dig groot zijn. 


S 2. Wanneer wij nu in bovenstaande tabel den gemeen- 
schappelijken factor 3 willen vervangen door 13, dan moeten 
wij aan Tabel A de formules ontleenen van de 13-vouden 
der 3-getallen, op de wijze, zooals Tabel CA2 ons te zien 
geeft. En om dezelfde reden, als bij de 3-vouden al de 


Tabel CA2. 


39 —=138X03: 4 Xe tv (OX13 He Hv 

169=18X18:1T Xetv ‚ (LXIBFHete 

299 — 13 X 23:30 X e + v (2X13 He dv 

429 =13X33:4B Xetv  (BX13L4e tv 
enz. 


formules eigen zijn aan de 3, zijn al deze formules eigen 
aan de 13. 

Ook deze tabel kan naar verkiezing worden voortgezet, 
en dus moet ook van de 13 het aantal positieve sle 
oneindig groot zijn. 


S 3. Wij zouden zoo kunnen voortgaan en dergelijke 
tabellen maken van de factoren 23, 33, enz., maar steeds 
met hetzelfde resultaat. Wij kunnen dus nu reeds als zeker 
aannemen : 

Van alle 3-getallenis het aantal positieve formules oneindig groot. 


Zooals wij boven reeds opmerkten, is de formule v — 2e 
of 2e —v, die wij op blz 231, in D 8 1, voor de 7 vonden, 
ook geldig voor de 3, wijl deze formule aan 21 is ontleend, 
waarvan 8 en 7 de beide factoren zijn. 

Wij zullen dus voor de 3 de nevenformules ook aan deze 
tabel kunnen ontleenen, en eveneens kunnen wij dit doen 
voor de 3-getallen in het algemeen. De hier volgende 
tabellen noemen wij CB:C, omdat zij de nevenformules 
van de 3-getallen bevatten; en B, omdat deze formules aan 
Tabel B zijn ontleend En naarmate wij te doen hebben 
met de formules van 3, 13, enz., noemen wij de tabellen 
ter onderscheiding CBI, CB2, enz. 
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S 1. Bij het onderzoek naar deze formules van de 3 
nemen wij dus van Tabel B achtereenvolgens de door 3 
deelbare 1-getallen, waarvan 21 het kleinste is. 


Tabel CB1. 
21=3X01: 2Xe-v(l) (OX3HDe—-v(!) 
Dl ZB Ral D Md of (1 X 34 Dev 
BISNIS Ke 0 (2X3H Dev 
UI=3X3:1lXe-v (BX3H Dev 
enz. 


Wijl nu ook van al deze getallen de 3de gemeenschap- 
pelijke deeler is, moeten de hier genoemde formules allen 
aan de 3 eigen zijn. Dit behoeft ook geene verwondering 
te wekken, als wij bedenken, dat le, het natuurlijk geenen 
invloed heeft op de deelbaarheid van eenig getal door 3, 
of men het laatste ciĳfer bij het daar vóór staande deel 
van het getal optelt (l X e +v), of dat men hiervan 2e af- 
trekt (2 Xe—v of v—2 Xe: het verschil is 3e; en 2e, 
ditzelfde verschil tusschen de opvolgende formules dezer 
tabel teruggevonden wordt. 

En daar ook deze tabel naar Bied vinden kan worden 
voortgezet, moet ook het aantal negatieve formules van 
de 3 oneindig groot zijn. 


S 2. Zoo maken wij op dezelfde wijze eene tabel van de 
13-vouden der 7-getallen, die wij dus CB2 noemen, wijl 
eveneens aan Tabel B ontleend; en om dezelfde reden, 


Tabel CB2. 
1138 X0T: 9 Xe—o(!) (0 X 13 De —v(!) 
921 =13 X11:2 Xe-v  (lX134De—v 
Bl 13 A18 ee (eds 
481 =13 X 31:48 Xe—v  (BX13 Dev 
enz. 


als onder 8 1 genoemd, komen wij ook hier tot hetzelfde 
resultaat, namelijk, dat al deze formules eigen moeten zijn 
aan de 13. 


(1) Of omgekeerd. 
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Daar de voortzetting van deze tabel eveneens onbegrensd 
is, kunnen wij aannemen, dat ook van de 13 het aantal 
negâtieve formules oneindig groot is. 


S 5. Het vervaardigen van meer dergelijke tabellen voor 
de factoren 23,33, enz., zoude geen nut hebben, want het 
resultaat is hetzelfde, en wij kunnen met zekerheid zeggen : 

Van alle 3-getallen is ook het aantal negatieve formules oneindig 
groot. 


2. De nevenformules der 7-getallen. 


Dat er ook van de 7-getallen nevenformules bestaan, 
blijkt ons reeds bij eene vergelijking van de Tabellen CBI 
en CB2, ja, wij kunnen op analoge wijze als van de 3-ge- 
tallen ook van de 7-getallen de formules vinden. 

Omdat wij op blz. 232 de tabel der 7-getallen DB noemden, 
noemen wij de hier volgende tabellen ook DB, maar wij 
onderscheiden ze, evenals we bij de 3-getallen deden, als 
DBI, DB2, enz, naarmate wij te doen hebben met de 7, 
11, enz. 


S 1. Wij beginnen dus met de 7, en stellen dan op dezelfde 
wijze eene tabel (DB!) zamen, als we zooeven bij het zoeken 


Tabel DBI. 
2l=TX 03: 2xe—-uvl(i) Ox HDe—v(!) 
I= Xx 13: IX ed (1 X 14e 


PT OBI ee KT w 
DeX II AIX gn (B XT Herv 
enz. 


naar de negatieve formules der 3 deden. 

Het is om dezelfde als bij de 3-getallen genoemde rede- 
nen duidelijk, dat al deze formules eigen moeten zijn aan 
de 7. En aangezien ook deze tabel naar verkiezing kan 
worden voortgezet, kunnen we aannemen, — dat het aan- 
tal negatieve formules van de 7 oneindig groot is. 


(£) Of omgekeerd, 
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Ss 2. Op dezelfde wijze kunnen we ook voor de 17-vouden 
der 3-getallen eene tabel maken, en verkrijgen dan daar- 
van het volgende overzigt (Tabel DBZ). 


Tabel DB2. 
Dl=17 X 03: 5 Xe—-v (tt) (OXMHDe—-v (!) 
221 ENTS Kee U 4 (LX 1 + De—-v 
391 =11 X 23:39 Xe vw (2XMHDe—-v 
Ol = 11 X 33:56 Xe —v (BX MH Dev 
enz. | 


Deze formules moeten allen voor de 17 geldig wezen, 
daar dit van al deze getallen de gemeenschappelijke factor 
is; en wijl hier het vermenigvuldigingsgetal van e telkens 
met 17 toeneemt wordt in de deelbaarheid van eenig getal 
door 17 dus geene wijziging gebragt, door de toepassing 
van welke formule ook. 


S 3. Het behoeft geen betoog, dat men op deze wijze 
van alle 1-getallen eene tabel kan maken; en wij moeten 
dus wel tot het resultaat komen, wijl alle tabellen maar 
steeds kunnen worden voortgezet: 

Van alle 7-getallen ts het aantal negatieve formulesoneindiggroot. 


Evenals de 3-getallen niet alleen positieve, maar ook _ 


negatieve formules hebben, zoo zal men bij de 7-getallen, 
behalve de negatieve, waarschijnlijk. ook wel positieve 
formules aantreffen. 

Ter opsporing daarvan nemen wij onze toevlugt tot Tabel 
Ä (blz. 225), bij welker voortzetting we reeds onmiddellijk 


vinden het getal 49, het 7-voud van de 7, met de formule _ 


DX ev. Hiervan uitgaande, kunnen we wederom tabellen 
maken, die we hier in het algemeen DA noemen : D, omdat 
zij de formules der 7-getallen betreffen en A,‚omdat ze van 


Tabel A zijn afgeleid. En naarmate wij te doen hebben 


met de formules van de 7, 17, enz., onderscheiden wij de 
tabellen weder als DAI, DA2, enz. (Wordt vervolgd). 


(1) Of omgekeerd, 
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Naar aanleiding mijner „Demonstration nouvelle etc.” 
daargang XVI afl. 2 van dit Tijdschrift 


DOOR 
Dr. A. KEMPE (Den Haag). 


Er zijn + 120 jaren verlopen sedert RUFFINI, ABEL en 
GALOIS hunne theoriën publiceerden over „het onmogelike 
om een hogere machtsvergelijking van hoger graat dan de 
vierde door zuivere algebraïese middelen op te lossen”. 
En in al die jaren heeft men, soms wat verkort, soms wat 
verduidelikt, maar altijt op dezelfde wijze 't zelfde onder- 
werp weeder behandelt, uitgaande van de vaststaande 
meening, dat deeze mannen van gezag het eenige hadden 
gezegt, wat er van gezegt kon worden. Nooit, vergis ik 
me niet, is er eens iemant geweest, die met een ander 
bewijs van dit beroemde theoreem is voor den dag geko- 
men of de zaak van een anderen kant heeft bekeeken. 

Wat nu dat oude bewijs betreft, ik durf ’t gerust zeggen, 
het is voor het meerendeel van de oefenaars der Wiskunde 
nooit duidelik geweest en in veele theorie boeken wort 
't maar eenvoudig vermelt als — gewoonlik wort enkel 
dan ABEL genoemt — dat ’t al in 1824 wert gegeeven, 
maar dat ’t zo ingewikkelt is, dat men den leezer verzoekt 
't maar op gôe geloof over te neemen. 

Nu onduidelik is ’t dan ook wel en in m’n verhandeling 
heeft men kunnen leezen, hoe men getracht heeft verbee- 
tering en verduidelikking aan te brengen en hoe telkens 
de nieuwe commentatoren de oude op de vingers tikken. 
Kortom, ’t ziet er met ABELS BEWIJS nog duister uit en hoe 
sommigen ook beweeren dat t duidelik genoeg is, het is 
voor ’t meerendeel der Wiskundigen een zwaar stuk arbeit. 

In mijn hierboven aangehaalt opstel, hep ik, naar m'n 
bescheiden meening, een anderen en veel eenvoudiger 
„weg ingeslagen dan den tot nu toe gevolgden en, naar ’t mij 
voorkomt, ook een juisteren, en ’t heeft mij wel verwondert 
dat onze vaderlandse Wiskundigen in de volgende aflee- 
vering van ons „Wiskundig Tijdschrift” niet als één man 
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zijn opgekomen om hun verbazing aanstoot of ingenomen- 
heit te betuigen over de vermeetelheit die ik beging, om 
aan het gebouw, dat al zo lang stont, de hant durven te slaan. 

Dat kan uit drie dingen voortkomen: òf het stuk heeft 
geen waarde hoegenaamt, òf het stuk is te onduidelik ge- 
schreven òf men kan voorlopig niet av fait zijn en: wil 
er geen oordeel over vellen. 

Intussen zal ik vooreerst die gronden stilletjes laten 
rusten — de bui kan nog los breeken ; en mij liever be- 
palen bij wijze van regenscherm de volgende punten tot 
verdeediging van m’ú beschouwingen in 't midden brengen: 

le. Het is m.i. niet juist als uitgang van ’t bewijs aan 
te neemen, dat de wortel van een hogere machtsvergelij- 
king )4 een bepaalden vorm zou hebben, gebouwt op 
dien van 3e en 4e graat, daar het toch altijt iets hypothe- 
ties, iets van vermoeden, iets van waarschijnlikheit heeft 
om iets aan te neemen wat men nooit heeft kunnen zien 
en ’t gaat niet aan hiermeê te doen zo als ’t kan gaan 
met bijv.: „een algemeene vorm van den Zen graat ziet 
er zó of zó uit’, want men heeft genoeg bizondere tweede- 
graadsvormen gezien, om met absolute zeekerheit te kun- 
nen zeggen, dat hij er zó en zó uit zal zien. Met dit geval 
is ’t wat anders: er kan wat bijkomen, er kan wat afgaan, 
kortom: wat voor het bizondere niet gelt, kan voor ’t 
algemeene wel gelden en daardoor kunnen de conclusies 
twijfelachtig worden. Veel juister komt 't me voor te betogen: 
dat geen vergelijking ) 4e graat door algebraïese bewerking 
een graatverlaging kan ondergaan en zo tot een gemakkeliker 
geval herleit worden, want dat is iets dat altijt op elke 
vergelijking is toe te passen, ten minste beproeft kan worden. 

2e. Mijn bewijs berust nu op graatverlaging en toont aan, 
dat die maar op twee vergelijkingen kan worden toegepast, 
op een 3e en 4e machtsvergelijking; toont aan, dat de 
graatverlaging die op de eene vergelijking van toepassing is 
niet op de andere kan worden toegepast ; toont aan, dat wan- 
neer men hun graatverlaging algemeen maakt, dat dan 
ook van zelf het algemeen bewijs tweeleedig moet zijn. 

de. In mijne algemeene graatverlaging zit niet zo zeer 
de moeielikheit maar wel de onmogelikheit der bereekening 
ten grontslag. 
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4e. Men kan wellicht teegen mijn bewijs aanvoeren, dat 
het den schijn heeft als wenste ik te probeeren de 3e en 
4e oplossing op algemeene vergelijkingen toe te passen. 
Maar men vergeete niet, dat men maar niet in ’t vage 
weg kan redeneeren, maar dat men altijt toch een bepaalde 
graatsverlaging op ’t oog moet hebben, mits zij maar den 
aart hebbe van algemeene toepasbaarheit en dat karakter 
heeft mijn graadsverlaging toch wel, want mijn wijze van 
ge en 4e graadsvergelijkingen op te lossen is juist de ge- 
schikste om tot „algemeen maken” voor hogere vergelij- 
kingen te komen. Hierdoor komt van zelf voor den dag, 
dat de oplossingen van 3e en 4e machtsvergelijkingen dan 
niet beschouwt moeten worden als geheel op zich zelf te 
staan, maar beschouwt moeten worden als speciale gevallen 
van twee algemeene graadsverlagingen, onder welk licht, 
vergis ik me niet, ze tot dusver nog nooit waren bekeeken. 

5e. Wat maakt nu m. i. het bewijs van genoemde schrij- 
vers waarschijnlik en niet volstrekt zeeker”? Dat, wat ik 
noemde in het voorlaatste deel van no. 1, namelik als men 
een bizonder tot een algemeen geval maakt, dan kan men 
vooruit niet weeten welke veranderingen er aan ’t bizon- 
dere moeten bijgebracht worden; mijn bewijs leevert 
daarvan spreekende voorbeelden op. 

Wat maakt nu mijn bewijs waarschijnlik en niet volstrekt 
zeeker? Dat ik niet beweezen hep en ook niet bewijzen 
kan, dat het onmogelik is om ooit een herleiding uit te 
vinden, die in staat ware, elke vergelijking tot een andere te 
maken, die maar bijv. één graat lager ware dan de gegeevene, 
Dat toch zou een algemeene oplossing zijn. 

6e. De aangehaalde schrijvers van 1799, 1824 en 1828 en de 
schrijver deezes hebben denzelfden weg bewandelt om een 
zelfde doel te bereiken, namelik aan te tonen : dat een vergelij- 
king van hoger graat > 4 langs algebraïesen weg onmogelik ware 
op te lossen. Maar wij legden dien af in teegengestelden zin, zij 
door uit te gaan van het algemeene resultaat der oplossing, 
schrijver deezes door uit te gaan van de algemeene mid- 
delen om tot dat resultaat te komen. Ik meen, naar mijn 
bescheiden meening, dat mijn manier om den weg te 
neemen eenvoudiger is dan de hunne, 
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In Memoriam Dr. Á. Kempe. 


Het hieraan voorafgaande is het laatste geschrift van 
de hand van een der medewerkers van het W. T., die 22 
Mei jl. overleed. 

Kempe werd geboren te Amsterdam 11 Januari 1847. 
Tot zijn zestiende jaar was hij op een Fransche school van 
v. d. Plas aldaar. Omdat zijn moeder gaarue had, dat er 
een van haar drie zoons in den handel ging, werd hij ge- 
plaatst op het kantoor van een touwslagerij als jongste 
bediende, maar de handel trok hem niet aan, en daarom 
vroeg hij zijn vader te mogen studeeren. Hij was toen bijna 
twee jaar op het kantoor geweest; verwisselde zijn hooge 
hoed waarmede hij naar de Beurs ging met de schoolpet, 
en ging naar de Latijnsche school met 5-jarige cursus van 
Dr. Epkema, die hem voorgesteld had om in drie maanden 
tijd, drie jaar Grieksch en Latijn in te halen. Dit gelukte 
hem, en daarop werd hij in de vierde klasse geplaatst, 
waarna hij op twintigjarige leeftijd 1867 student werd aan 
het Atheneum te Amsterdam. In 1871 werd hij sr te 
Leiden, en deed toen zijn candidaatsexamen. 

In 1873 deed hij zijn doctoraal, en in 1875 werd hi 
leeraar aan de H.B.S. en Burgeravondschool te Zaandam. 
In 1878 promoveerde hij op het proefschrift „Het beginsel 
der kleinste werking in verband met de bewegingsverge- 
lijkingen van Lagrange en Hamilton”, In 1879 werd hij 
leeraar aan het Erasmiaansch Gymnasium te Rotterdam, 
waar hij werkzaam bleef tot 12 Januari 1912. 

Zijn geschriften op wiskundig gebied zijn de volgende: 


Twee oplossingen in de Wiskundige Opgaven van E. 
O.A.K.A.T.B. Dl. HI. no. 9899. 

Het Beginsel der kleinste Werking in verband met de 
Bewegingsvergelijkingen van Lagrange en Hamilton. 

Een kritiekje over de Beg. der Algebra van van Zanten 
Nov./Dec. '80 (Schoolblad). 

De vreemde Talstelsels bij Rek. Onderw. (Schoolbl. 31 Mei ’81.) 

Vreemde Talstelsels (een brief) (Schoolbl. 23 Aug. '81), 
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Een differentiaal verg. in de Wisk. Opgaven O. A. K. A. 
te boven (2e deel). 

Eenige beschouwingen over de diff. rek, en de anal. Meetk. 
in het Gym. program van den Cursus 83/84. 

Een Inleiding tot de Analyt. Meetk. (Juni ’84 uitgekomen). 

Leerboek der Bol Trigonometrie (Uitgekomen Juli ’85). 

De Exacte Wetenschappen aan de Gymnasiën (een op- 
stelletje in No. 2 van „Conf. Vinbris”, blaadje aan de 
Gymn. belangen gewijd, Mei 1886). 

Het onderwijs in de Stereometrie voor Juristen en Litte- 
ratoren (N. Schoolblad, Versluys, 1886). 

De verdeeling van een hoek in 2” +1 gelijke deelen (N. 
Archief v. Wiskund. Gen. Dl. 1, blz 163, 2e reeks Mei 1895. 

De Lislijnen en haar gebruik tot het verdeelen van een 
hoek in een willekeurig aantal gelijke deelen (Hand. v. 
h. 5e Nat. en Geneesk. Congres verschenen 1895). 

Sur les Courbes Sectrices (Mem. de la Soc. roy des scien- 
ces de Liège 2e serie t. XX 1898.) 

Uber die Stetige Erzeugüng gewiszer Schleifenkürven die 
einen beliebigen Winkel in gleiche Teile teilen (Zeitschr. 
für Math. u Phys. 49 Bd.3 Heft p. 342—347 Nov. 1903.) 

Een voordracht op het Heidelberger Congres (Verh. 1904.) 

Angenährte Berechnung der reëllen Wurzeln einer höheren 
Algebraischen Gleichung (Archiv der Math. u Physik 

_ Bd XIV 3 Heft Febr '09) 

Hoekverdeelers (Wiskundig Tijdschrift jaarg. V, 1909). 

Kleinere mededeelingen „ 

Correspondentie, een paar Oeren (Vr: dns hin VL 1910). 

Sur lapproximation des racines des équations de degré 
Supérieur (Giorn. de Mathem. di Bataglini vol 2 VIII 
Napoli Oet. 1910). 

Een vertaling in het Japaneesch, van het stuk verschenen in 
het Tijdschr. van Batglini door Kariga te Tokio 20 Juni 1911. 

Koodsi ‘hotesiek no...? kon no kindsitsi in tsoe te. (Over 
benadering van complexe wortels van hoogere machts- 
vergelijkingen) in Tokio’s Natuurkundig Akademie ma- 
gaz, vert. door Prof. Kariga te Tokyo Aug-—Sept. 1911. 

Sur lapproximation des Racines complexes des équations 
algebriques (Annaes da Acad. Polytechnica do Porto 1911). 

Des Fermatsche Satz. Versuch etc, (Uitg. W. Versluys 1912). 
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Zusatze zu dem Ferm. Satz. (Uitgever W. Versluys 1912). 

Der grosze Fermatsche Satz. 2e Verb. Autlage (W. Versluys 
1913). 

Gauss’ Constr. van den Gad 17-hoek (Wisk. Tijdschrift, 
jaargang X, 1914). 

Die Annäherung conjugirter complexer Wurzeln (Wiskun- 
dig Tijdschrift, Jaarg. XI, 1914). 

Les Principes du calcul différentiel et intégral (Wisk. 
Tijdschrift, Jaarg. XII 1915). 

Naar aanleiding van Dr. B. Gonggrijp’s opstellen over de 
methode van Gräffe (Wisk. Tijdschr, Jaarg. XIII, 1916). 

De limpossibilité de résoudre une équation de degré, 
supérieur au 4ième par des moyens purement algébriques 
(Wisk. Tijdschr., XIII Jaarg., 1917). 

Notice à mon essai précédant (Wisk. Tijdschr. XIII Jg., 1917). 


Démonstration nouvelle du théorême Ruffini—-Abel—Galois.- 
(Wisk. Tijdschr. XVI Jaarg., Afl. 2, 1920) en de hieraan — 


voorafgaande bladzijden. 


In Memoriam J. Versluys. 


In Zwitserland stierf in Januari de wiskundige 
J. VERSLUIJS. Hij werd 1845 te Oostburg in Zeeuwsch- 
Vlaanderen geboren, was korten tijd onderwijzer te Hoofd- 
dorp, daarna leeraar in de wiskunde aan de Rijks Hoogere 
Burgerschool te Groningen. Later was hij leeraar voor be- 
schrijvende meetkunde en perspectief aan de scholen voor 
teekenleeraren en voor kunstnijverheid in het rijksmuseum 
te Amsterdam. Hij was eenige jaren voorzitter van het 


wiskundig genootschap te Amsterdam. Als zoodanig had 


hij aandeel aan de oprichting der „Revue semestrielle”. 
Hij was herhaaldelijk lid der commissie voor de akte 
examens middelbaar onderwijs. Lange jaren was hij secre- 
taris van de commissie van toezicht op het lager onder wijs 
te Amsterdam. Verder was hij voorzitter der vereeniging 


van leeraren en verscheidene malen voorzitter, later eere- _ 


voorzitter der vereeniging voor paedagogiek. 
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De heer Versluys schreef een groot aantal wiskundige 
leerboeken en verzamelingen van vraagstukken voor het 
onderwijs aan gymnasia, Hoogere Burgerscholen, kweek- 
scholen en lagere scholen. Deze boeken droegen er veel 
toe bij het wiskundig onderwijs in Nederland op een hoog 
peil te brengen. Wij noemen: 

Nieuw leerboek der vlakke meetkunde. 

Leerboek der Stereometrie. 

Handboek der boldriehoeksmeeting. 

Over het oplossen van meetkundige vraagstukken. 

Beschrijvende meetkunde. 

Verder schreef hij o.a. nog: 

Leerboek der perspectief. 

Methoden bij het onderwijs in de wiskunde. 

Meetkunde der kegelsneden. 

Beginselen der nieuwere meetkunde van het platte 
vlak. 

Isometrie en Axonometrie. 

Inleiding tot de nieuwere meetkunde van den driehoek. 

Zes en negentig bewijzen voor het theorema van 
Pythagoras. 


Wetenschappelijke publicaties van J. Versluys. 


1. Analytische meetkunde in de ruimte volgens de be- 
schouwingswijze der Nieuwere Meetkunde (Quadripla- 
naire coordinaten), in: Archief v. h. wiskundig genoot- 
schap te Amsterdam, 3e deel, 1870—714, p. 88—146. 

2. Toepassingen van Determinanten op Algebra en Meet- 
kunde, in: Archief v. h. wisk. genootsch. te Amsterdam, 
3e deel, 1870—74, p. 147—164. 

3. Theorie der Quaternionen, in: Nieuw Archief voor 
Wiskunde, le deel, 1875, p. 41—58, 91—123, 2e deel, 
1876, pag. 135 — 150. 

4, Démonstration nouvelle de la proprieté associative de 
la multiplication des Quaternions, in: Archives Neêr- 
landaises Tome 7, 1872. 

5. Applications nouvelles, des déterminants à l'algèebre et 
à la géometrie, in: Grunerts Archiv der Mathematik 
und Physik, Theil 50, 1869, pag. 25—47. 


6, 
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Résolution d'un système, d’'equations, dont une est du 
second degré, tandis que les autres sont linéaires. 
Plaats van publicatie mij niet bekend. 

Applications des Déterminants à lAlgèbre et à la ge- 
ométrie, in : grunerts Archiv der Mathematik und Physik, 
Theil 52, 1871, pag. 3—47, 1-31, 1-48, 1—51. 

Neue Beweise für die Hauptsätze der Normal Axono- 
metrie, in: Hoffmann's Zeitschrift f. Mathem. u natur- 
wiss. Unterricht, Bd. 27, pag. 334—338 


Vijf bekroonde prijsvragen (vraagstukken) van het wis- _ 


kundig genootschap te Amsterdam. 


‚ Over algebraïsche kromme lijnen, die zich zelven in een 


gegeven punt raken, in: Archief v. h. wiskundig ge- 
nootschap te Amsterdam, 3e deel, 1870 —74, p. 65 —11. 
Bepaling der hoogte eener vierhoekige pyramide als 
de acht ribben gegeven zijn, in: Archief v. h. wisk. 
genootschap te Amsterdam, 3e deel, 1870—74, p. 82—85. 
Over de richting der uittredende stralen, die tweemaal 
teruggekaatst tusschen twee spiegels, den tweeden 
spiegel verlaten, in: Arch. wisk. genootschap te Am- 
sterdam, 3e deel, 1870—714, pag. 209—227. 


. Over den loop tusschen twee spiegels van de beide 


deelen waarin een lichtstraal gedeeld wordt door een 
tusschen de spiegels gelegen glas, dat de lichtstraal 
gedeeltelijk doorlaat en gedeeltelijk weerkaatst, in: 
Archief wiskundig genootschap te Amsterdam, 3e deel, 
1870—74, pag. 228—252. 
Te integreeren de partieele differentiaal-vergelijking 
d? M. 

a + Zong nnen gr 
in: Archief wiskundig genootschap te Amsterdam, 3e 
deel, 1870 —74, pag. 269 280. 


Vergelijkt men de boeken van V. met boeken over 


dezelfde onderwerpen van andere schrijvers omstreeks 
den tijd, dat hij optrad, dan bemerkt men groot verschil. 
Boeken van franschen bodem dienden V. als voorbeeld _ 
voor zijn opvattingen betreffend het wiskunde-onderwijs. 
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Lange jaren is hij voorganger geweest op het gebied van 
wiskunde-onderwijs, en zijn naam staat in de geschiedenis, 
der wiskunde in ons land met eere geschreven. 

Zouden zij, die V. persoonlijk gekend hebben, hetzij als 
leerling, of als collega, of anderszins mogelijk mededee- 
lingen kunnen doen betreffend zijn persoon of zijn werken ? 


Boekbespreking. 


Dr. W. GROSSE. Graphische Papiere und ihre vielseitige 
Anwendung. 

Carl Schleicher und Schüll, Düren, Rheinland, f 2,50. 

Wie veel te maken heeft met graphische voorstellingen 
op daartoe geschikt papier, weet dat de firma Schleicher 
und Schüll op het vasteland de leverancier is van zulk 
papier, in de eerste plaats millimeterpapier. Er is bijna 
geen gebied waarop men geen graphische voorstellingen 
gebruiken kan, en het was een goed denkbeeld om in een 
boekwerk een overzicht te geven van wat daarmede kan 
worden verricht. Dat boek wil de schrijver doen gebrui- 
ken bij het onderwijs, aan hoogescholen, voor eigen studie, 
voor technisch en wetenschappelijk werk van verschillen- 
den aard. De schrijver, die aan het hoofd staat van het 
metereologisch observatorium te Bremen, heeft honderd 
vier en zeventig graphische voorstellingen bij elkander 
gebracht, die gebruikt kunnen worden en grootendeels 
ook werkelijk gebruikt worden in wiskunde, astronomie, 
metereologie, natuurkunde, (electro)techniek, in den handel 
en bij statistiek. Zoo bijvoorbeeld: het verloop van een 
stormbui, tijden van zonsopgang, betrekking tusschen wind- 
sterkte en temperatuur, graphische bepaling van z (volgens 
Archimedes), indicatordiagram, verschillende wiskundige 
functies, poststatistiek, koerspapieren, briefduivenvlucht, 
valuta in Zwitserland, bevolkingsstatistiek, disconteering, 
weerstand bij de Wheatstone’'sche brug, harmonische be- 
weging, goniometrische functies, integraalfuncties, opper- 
vlakberekening, logarithmen. 
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Vanzelf komt de schrijver tot papier, dat logarithmisch 
verdeeld is. Daarvan zijn twee soorten, de eene heeft één 
gelijkmatige en één logarithmische verdeeling ; de andere 
heeft beide verdeelingen logarithmisch. Toepassingen 
worden gegeven op: samengestelde intrest, hoeveelheid 
regen, economie, opslorping van licht, drukverlies in bui- 
zen, afname van den luchtdruk met de hoogte, magneti- 
seering, vermogen en verbruik van een dynamo, oneindig 
voortlospende reeks, weerstand bij parallelschakeling, en 
andere. 

Ook wordt het polairpapier behandeld, waarop concen- 
trische cirkels en stralen voorkomen: lichtverdeeling voor 
hangend gloeilicht, en voor staand gloeilicht, spiralen, 
kegelsneden, horizontale intensiteit van het aardmagnetisme, 
zonnehoogte en temperatuur, krukhoek en zuigerweg, 
temperatuurgemiddelden, winddiagrammen, baan van een 
proef ballon. 

Op driehoekig papier met drie groepen lijnen onder 60° 
met elkander, wordt een mengsel uit drie stoffen voorge- 
steld, een overzicht gegeven van kleurmenging uit de 3 
grondkleuren en een voorbeeld uit de gietijzertechniek 
gegeven. Het wordt ook gecombineerd met drie rechthoe- 
kige verdeelingen evenwijdig aan en loodrecht op de zijden 
van den driehoek. 

Als bijzondere papieren kunnen vermeld worden : 

Papier met sinusverdeeling in de eene richting en een 
gelijkmatige verdeeling in de andere, om goniometrische 
functies in beeld te brengen ; 

Dispersiepapieren, gebruikt in de optische industrie ; 

Papieren voor dagelijksch-, maand- en jaaroverzicht; 

Windroospapier ; papier voor den weg van proef vliegers 
(onderzoek van den wind op verschillende hoogten); pro- 
fielpapier voor natuurkundige en metereologische labora- 
toria; gebogen strooken voor zonneschijn-schrijvers; papier 
voor photometrie. 

De schrijver geeft praktische aanwijzingen voor de keuze 
van papier in een gegeven geval, zoodanig dat de gra- 
phische voorstellingen zoo eenvoudig mogelijk worden. 
Een literatuur-overzicht noemt 18 tijdsschriftartikelen, 
waarin verschillende graphische voorstellingen besproken 
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Aansluitend bij het voorgaande kunnen twee kleinere 
boekjes vermeld worden, beide van Dr. Paul Schreiber, 
en getiteld „Die Anwendung der Logarithmen-Papiere.” Het 
eene bespreekt de toepassing bij barometrische hoogte- 
meting, metereologie en aërologie; het andere geeft een 
meer algemeen overzicht betreffend het logarithmisch 
papier, sinus-logarithmisch papier, tangenten-logarithmisch 
papier, en het gebruik daarvan. 


W. WIEN. Neuere Entwickelung der Physik und ihrer 
Anwendungen. 

Leipzig. Johann Ambrosins Barth, 1919. 6 M. 

Dit boekje is No. 2 van een reeks „Naturwissenschaftliche 
Vorträge im Felde gehalten”, en bevat drie voordrachten, 
gehouden tijdens de bezetting van een gedeelte van Rusland 
door het duitsche leger. De eerste voordracht omvat onder- 
werpen, die in den laatsten tijd in de natuurkunde zijn 
opgenomen; de tweede bespreekt het (zeer losse) verband 
tusschen de natuurkunde en de philosophie, waarbij in 
hoofdzaak de relativiteitstheorie ter sprake komt ; de derde 
handelt over de natuurkunde en de techniek : de Schlieksche 
tol, het tolkompas, de draadlooze telegrafie en telefonie, 
de nieuwere gloeilampen, enz. 

Na elke der duidelijk geschreven voordrachten zijn een 
aantal aanteekeningen opgenomen, welke een formule 
vermelden, of verwijzen naar het werk van verschillende 
natuurkundigen. 


W.N. Rose. Mathematics for Engineers. 11920, 2d Edition, 
II 1920. 

Londen, Chapman and Hall, Henrietta Street WC2, Londen. 

Door den ingenieur Wilfrid J Lineham werd eenige 
jaren geleden het plan ontworpen voor het doen verschij- 
nen van een reeks boeken, die voor den technicus niet 
te veel en niet te weinig gaven. (The directly useful tech- 
nieal Series). In deze reeks zijn reeds eenige boeken ver- 
schenen, terwijl een aantal in voorbereiding zijn. 
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Het werk van Rose onderstelt, dat de lezer kan rekenen, 
en bekend is met de vier hoofdbewerkingen van de algebra ; 
eenige stellingen uit de meetkunde, die later gebruikt - 
worden, zijn in de inleiding vermeld. 

De schrijver begint met aan te geven, hoe men de waarde 
van een product of quotiënt ten naastenbij kan bepalen, 
met het oog op de plaatsing van de komma, nadat de be- 
werking geschied is met logarithmen of met de rekenliniaal. 
Daarop volgt hoe men met logarithmen moet werken (vier 
decimalen) en de beschrijving van de rekenliniaal, en 
worden 62 vraagstukken gegeven, waarvan 29 op technische 
onderwerpen betrekking hebben. 

Betreffend de eenheid waarin een uitkomst wordt uitge- 
drukt, worden een aantal voorbeelden gegeven, en een 
i2-tal vraagstukken. Als toepassing van vergelijkingen 
eveneens een aantal voorbeelden en 48 vraagstukken; op 
dergelijke wijze worden stelsels van vergelijkingen behan- 
deld. Dan wordt gesproken over ontbinden in factoren, 
vereenvoudigen van breuken, vierkantsvergelijkingen, ver- 
gelijkingen van den derden graad, stelsels van twee ver- 
gelijkingen van hoogeren graad, wortels en vergelijkingen 
met wortels. 

Het meten van lengten en oppervlakken beperkt zich 
eerst tot de eenvoudigste figuren, waarmede weder een 
aantal vraagstukken kunnen worden opgelost. Daarna 
worden ellips, parabool en hyperbool besproken, en dan 
inhouden van prisma, cilinder, pyramide, kegel, bol, ook 
de regels van Guldin, met toepassing op het berekenen 
van gewichten var verschillende onderdeelen van werk- 
tuigen. 

Een uitvoerig hoofdstuk over eenvoudige graphische 
voorstellingen gaat vooraf aan een voortzetting van de 
algebra, waarbij zulke voorstellingen worden toegepast, 
— rekenkundige en meetkundige reeksen, neperiaansche 
logarithmen. 

Bij de driehoeksmeting worden de eenvoudigste for- 
mules vermeld, steeds weder met toepassingen; daarna 
goniometrische … vergelijkingen, hyperbolische functies, 
complexe getallen en cyclometrische functies. 

Voor de bepaling van willekeurige oppervlakken worden 


planimeters en de Simpsonregel behandeld, en wordt 
graphisch geïntegreerd. Een afzonderlijk hoofdstuk is ge- 
wijd aan de berekening van verplaatste aardmassa's. 

Daarna volgen weder graphische voorstellingen van 
analytischen aard, en graphische oplossing van vergelij- 
kingen (pv-diagrammen voor verschillende thermische 
motoren). 

Als toepassing daarvan volgt het zoeken van empirische 
formules uit een reeks’ gegevens, en de constructie van 
practische rekenplaten terwijl ten slotte nog eenige bij- 
zondere onderwerpen worden besproken: kettingbreuken, 
splitsing van breuken, grenswaarden van breuken, bino- 
mium, exponentieele en logarithmische reeksen. 

Deel IT behandelt de differentiaal en integraalrekening, 
welke vrij ver gaat, steeds rekening houdend met de 
praktijk en met toepassingen op uitzetting van gassen, 
arbeid, entropie, belaste balken, electriciteit, wrijving, enz. 

Een afzonderlijk hoofdstuk behandelt de reeks van Fou- 
rier, een volgend den boldriehoek, een ander de waar- 
schijnlijkheidsrekening en de kleinste kwadraten. 

De antwoorden van de opgegeven vraagstukken vindt 
men bij beide deelen aan het eind. 


Cours de géométrie analytique par GEORGES BOULIGAND 
avec une préface de M. Cartan. 

Paris, Librairie Vuibert, 1919. 

De opvatting betreffende de meetkunde in het algemeen 
zijn tegenwoordig geheel anders dan vroeger; er zijn 
verschillende soorten meetkunde, die meermalen door 
elkander heen loopen. Zoo behoort de theorie van de assen 
der kegelsneden tot de metrische meetkunde, de theorie 
van de middelpunten en van de middellijnen tot de lijn- 
meetkunde, en de theorie van pool en poollijnen tot de 
projectieve meetkunde. Voor elk van die meetkunden is 
het wenschelijk een geëigend coördinatenstelsel te kiezen. 

De schrijver doet in een der hoofdstukken een korte 
mededeeling er over. Reeds in het eerste hoofdstuk spreekt 
hij over imaginaire elementen, terwijl hij door het geheele 
boek heen de analytische meetkunde van het platte vlak 
en van de ruimte naast elkander stelt. Daarbij geeft hij 


weinig analytische berekeningen, maar tracht den lezer 
een goed inzicht te geven van het meetkundige. De theorie 
van de determinanten, voor zoover noodig voor de analy- 
tische meetkunde, is geheel achteraan geplaatst, om te 
voldoen aan de voorschriften betreffende het wiskunde 
programma in Frankrijk. Wie reeds iets afweet van ana- 
lytische meetkunde neme het boek ter hand, om verschil 
lende zaken op andere wijze te zien toegelicht ; de schrij ver 
brengt de wiskunde naar voren, en hecht niet aan het 
mechanisch oplossen van vraagstukken; slechts enkele 
toepassingen treft men aan. 


J. MOUNIER. Les graphiques du patron, donnant une solu- 
tion immédiate approchée de tous problèmes de banque, intérêts, 
escompte, pria de vente, placements. 

Paris, Gauthier-Villars et Cie, 1920. 6 frs + 50 /,. 

Herhaaldelijk is in het W. T. gesproken over rekenpla- 
ten, hetzij in het algemeen of voor verschillende doeleinden. 
Langzamerhand begint men in verschillende kringen het 
nut daarvan in te zien, en de platen van M. zijn zeer 
zeker een stap in de goede richting. De samensteller be- 
gint met de mededeeling, dat men geen rekenmachine 
moet zijn, maar hulpmiddelen moet hebben om rekenwerk 
te verrichten. De platen zijn alle met richtlijnen, dat is 
dus met rechte of gebogen lijnen, waarop verdeelingen zijn 
aangebracht, en waarover een draad gespannen moet 
worden. Zulk een draad is aan het boek bevestigd 

De platen geven achtereenvolgens de berekening van: 

le. de intrest van een kapitaal tot f 10000 tegen 0 tot 50 °/ 

Zei EN 5 F5 - 4 À „ 6°/, van nul 
tot 90 dagen. 

3e. den verkoopprijs bij een winst van nul tot 90 percent, 
en een inkoopprijs tot f 10000. 

4e. de intrest van een kapitaal tot f 10000 tegen 0 tot 
10 percent gedurende nul tot 366 dagen. 

5e. de samengestelde intrest van een kapitaal tot f 10000 
tegen nul tot 10 percent. 

6e. aflossingen van leeningen gedurende 4 tot 75 jaren 
van een kapitaal tot f 30000 tegen 1 tot 10 percent. 

je. belegging van een kapitaal. 
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De rekenplaten hebben het groote voordeel boventabel- 
len, dat men elk willekeurig percentage kan gebruiken, 
en bovendien dat men zonder eenige moeite er mede kan 
terug werken, dus de vraag oplossen — alleen door het 
spannen van den draad — tegen hoeveel percent een 
kapitaal moet uitstaan om tot een bepaald bedrag aan te 
groeien in een gegeven tijd. Of wel hoe lang een kapitaal 
moet uitstaan enz. of welk kapitaal men moet uitzetten, 
om enz. Uit den aard der zaak vindt men slechts benaderde 
waarden. 


L. PRE. Méthode rapide pour le calcul des intérêts simples 
et des déductions. 

Paris, Gauthier-Villars et Cie, 1919. 

Deze 360 tabellen zijn verdeeld over 90 bladzijden ; elke 
tabel geeft de intrest tegen 1 percent voor het aantal dagen, 
dat door het nummer van de tabel wordt aangeduid. De 
schrijver heeft ze zóó ingericht, dat men zelfs van zeer 
groote bedragen (millioenen) zonder veel moeite de rente 
kan berekenen; hij geeft voorbeelden van verschillenden 
aard, die met het boekje kunnen worden uitgewerkt, en 
heeft als naschrift een bespreking bijgevoegd betreffende 
den handel in dfanken. 


L. B. LocHe. Des mécanismes élémentaires. Ouvrage illustré 
de 395 figures. 

Paris. H. Dunod et E. Pinat. 1919. 

De schrijver bespreekt een groot aantal mechanismen, 
welke men bij machines aantreft. Zij zijn gerangschikt 
volgens een indeeling in tien groepen, bijv ronddraaiende 
beweging in een andere ronddraaiende beweging, of in 
een rechtlijnige beweging Zoo komen dus in de eerste 
groep: wrijvingsraderen en schijven, tandraderen, riemen, 
parallelkrukken, anti-parallelkrukken, verschillende koppe- 
lingen, elk dezer mechanismen in verschillenden vorm, ter- 
wijl in een volgende groep voorkomen: de gebroken het- 
boom, schaar, en een mechanisme van een automobiel, in 
een derde groep: de katrol, takel, Gall'sche ketting, het 
parallelogram van Watt en andere rechtgeleidingen. Enz. 

Aan het slot geeft de schrijver in een twaalftal bladzij 
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den een aantal namen, die in de theoretische en toegepaste 
werktuigkunde gebruikt worden, met de verklaring van 
wat er mede bedoeld wordt. 


Mrcner PerrovirTcH. Les spectres numériques. 

Paris, Gauthier-Villars et Cie, 1919. 

Om een reeks getallen aan te duiden kan men ze achter 
elkander schrijven, en scheiden door nullen, bijv. kan de 
reeks 11, 12, 13 .. 99 geschreven worden 011 012 018... 098 099. 
De schrijver noemt dit een spectrum met constante dispersie 
1 (omdat er telkens één nul is tusschengevoegd), de reeks 
CG Ost eel Orkteeert insdentvortm Ze 

10 70 21 00 35 000 35 0000 21 00000 07 0000.000 1 
een spectrum met eenparig versneld rythme. De getallen 
vormen het schitterend gedeelte van het spectrum, of de 
„cannelure”, dus de insnijdingen; de nullen vormen het 
donkere gedeelte. 

Daardoor kunnen reeksen getallen als decimale getallen 
worden behandeld. De spectra blijken in verband te staan 
met integralen. Zoo verkrijgt men de waarde van 1.01® als 
spectrum van de functie (l +27) met eenparig rythme zg, 
nl. 106 15 2015 0601 ; de waarde van 


Dee 
2 
| (4 cos? t) dé = d X het spectrum 
0 | 
0. 10200600 2 0000 70 000 25 20000 924. , met eenparig versneld 


rythme. 
Emile Borel schreef een voorrede voor het boek. 


Uit Buitenlandsche Tijdschriften. 


568. Namen en dingen. 


Het stelsel, om verschillende begrippen op eenzelfde 
woord te stapelen (orde, klasse, e a, modulus, as, vorm, 
congruentie, enz.) heeft reeds betreurenswaardige troebe- 
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len in het vreedzame rijk der Wiskunde teweeg gebracht 
maar zal het tenslotte, indien het in eere blijft, onmogelijk 
maken, dat wiskundigen van verschillende school elkander 
begrijpen... 

„Wie de Géométrie van Descartes gelezen heeft, zou de 
benaming „Cartesische coördinaten” zeker niet gerecht- 
vaardigd kunnen vinden, want dit onschatbaar hulpmiddel 
werd door den schrijver van de Discours sur la Méthode 
niet gebezigd. 

Hoogst onbillijk en zelfs immoreel is het den naam van 
„formule van Cardanus” aan de formule voor de oplossing 
der derdemachtsvergelijkingen toe te kennen, die namelijk 
door den roemruchten Milaneeschen geneesheer aan Tar- 
taglia werd ontstolen. Men kan hetzelfde aangaande het 
ZZ. „theorema van Guldin“ opmerken, dat bij Pappus 
wordt aangetroffen, een omstandigheid, die aan Guldin 
niet onbekend was..... 

‚ De gedragslijn, door de wiskundigen bij de keuze 
van nieuwe namen gevolgd, is over het algemeen gebrek- 


kig... gaan wij op dezen weg voort, dan komen wij ten- 
slotte bij den toren van Babel terecht.” 
Gino Loria. 'Enseign. Math. XX no. 4. Dh: 
369. Logarithmen. 


„Leerzaam is het, om aan een voorbeeld de snelheid of 
liever ‘de langzaamheid na te gaan, waarmede verbeterin- 
gen op paedagogisch gebied ingang vinden. De onbeperkte 
heerschappij der logarithmen in 7 decimalen werd eerst 
door de tafels van Lalande in 5 decimalen aangetast, die 
reeds in 1811 door C. F. Gauss waren aanbevolen. Daarna 
nam Encke het voor de 5 decimalen op, en gaf zelfs in 
1828 een tafel in 4 decimalen uit. Later werd in deze 
richting gewerkt door August (1844), Schlömilch (1851), 
Wittstein (1859), F. G. Gauss (1870), Bremiker (1872) e. a. 
Doch in 1893 mocht ik nog constateeren, dat in Pruisen 
op 131 inrichtingen van onderwijs in 7 decimalen werd 
gerekend; in 82 jaar zijn dus-jaarlijks gemiddeld 5 inrich- 
tingen tot de 5 decimalen overgegaan Volgens Pietzke 
was deze vaststelling opzienbarend geweest en kort daarop 
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werden de 7 decimalen bij het onderwijs verboden. De 
tafels in 4 decimalen hebben zich tot nu toe iets vlugger 
verbreid. 

Een gemotiveerd verzet ertegen is alleen van Hammer, 
professor aan de Technische Hoogeschool te Stuttgart uit- 
gegaan, waarop ik onmiddellijk in 1909 antwoordde. In 
1916 verklaarde Hammer, dat hij binnenkort daarop uit- 
voeriger zou terugkomen; tot nu toe is dit echter nog niet 
geschiedt”. 

[A. Schülke: Erinnerungen. Z. f. Math. u. Naturw Unterr. 
50 (1919) No. 1.] En: 


Nieuw verschenen werken. *® 


(Door de Redactie ontvangen.) 


Dr. J DU SAAR en Dr. Jon. A. VREESWIJK. Algebra 
IL. Vraagstukken ten gebruike bij het middelbaar 
onderwijs 1919. 

J. POLAK. Beginselen der mechanica. Leerboek voor 
hoogere burgerscholen met 5-jarigen cursus. 1920, f 2— 

Uitgever W. LE. J. Tjeenk Willink, Zwolle. 


P. WIJDENES. Lagere algebra, deel 1, de algebraïsche 
grootheden en hare bewerkingen. 1920. f 3.90 + 20°/,. 
Antwoorden gratis. 

J. v. D. GRIEND JR. Trigonometrische vraagstukken met 
beknopte theorie. 1920. f 1.90. 

—_——— Antwoorden gratis voor leeraren. f 1— voor 
anderen. 

B P. DIJKEMA Rekenboek voor het lager handels onder- 
wijs. 1920. Geb. f 4,50. Antwoorden f 0.60, 

H. G. A. VERKAART, P. WIJDENES en Dr. F. SCHUH. 
Mondelinge examens wiskunde L.O. Kr en Kv. 1920. 
f 6,50. 

Uitgever P. Noordhoff, Groningen. 


*) Van Hollandsche schoolboeken wordt geen recensie gegeven, 


Examen-Opgaven in 1918 en ’19. 


TECHNISCHE HOOGESCHOOL. 
Candidaatsexamen Januari 1918. 


Theoretische mechanica. 


1. Van een gelijkslachtige staaf (m, 2) zijn de uiteinden 
in aanraking met het gladde binnenoppervlak van een 
vastgelegden bol; zij kan zich in een door het middelpunt 
van den bol aangebracht verticaal vlak bewegen. Afstand 
van het midden der staaf tot het middelpunt van den bol =a. 
In den beginne maakt de staaf met het horizontale vlak 
een hoek «. Hoe groot is de hoeksnelheid der staaf, als 
deze hoek een waarde 64 heeft bereikt ? 

2. Een gelijkslachtige bol (straal —= a) heeft een draaiende 
beweging (hoeksnelheid = w,) om een horizontale middellijn 
en wordt op een hellend vlak geplaatst, dat evenwijdig is 
aan deze middellijn, 

De zin van draaiing van den bol is tegengesteld aan 
diegene, welke met een rolling naar beneden zou overeen- 
komen. 

Wrijvingscoëfficiënt tusschen bolen hellend vlak f= tg u. 

Hoek van hellend en horizontaal vlak eveneens = g. 

Bepaal den tijd, welke verloopt tot op het oogenblik, 
dat de bol een zuiver rollende beweging zal beginnen. 

da. Een gelijkslachtige staaf AB (m, 2!) staat verticaal 
met het uiteinde A op een horizontaal vlak; zij kan om 
A in een verticaal vlak draaien. Men geeft haar een kleine 
uitwijking. In den horizontalen stand gekomen, stoot zij 
tegen een op het horizontale vlak aangebrachtonveerkrachtig 
beletsel, dat op een afstand c van A ligt. Wordt gevraagd 
de grootte van den stoot en de drukking in den horizon- 
talen stand op A. 

35. Van twee in A gescharnierde stangen AB en AC 
zijn gegeven de versnellingen in de punten B en C, be- 
nevens de met B en C overeenkomende kromtemiddel- 

Examen-Opgaven W. T, 16e Jrg, 1 


ze 


punten @ en -der baankrommen van B en C. Construeer 
de versnelling van het scharnierpunt À. 

De maat der figuur zóó regelen, dat de constructie op 
een vel verloopt. 


Propaedeutische Examens na de Zomervacantie 1018. 
lheoretische mechanica (Technologen). 


1. Bepaal het zwaartepunt van het gedeelte der kettinglijn 
% D/ 


a (44 


y=zale +e ) 


N 


dat gelegen is tusschen de as van de kromme en een punt, 
waarvan de abcis gelijk aan a is. 

2, Van eene zware homogene staaf kan het eene uit- 
einde zich alleen langs de, verticaal naar boven gerichte, as 
eener parabool en het andere zich langs de parabool zelf 
bewegen. De lengte der staaf is tweemaal de parameter van 
de parabool. 

Er is nergens wrijving. 

In welk punt steunt de staaf, als zij in evenwicht is, 
tegen de kromme ? 

3. Op eene parabool met naar boven gerichte, verticale 
as wordt, even hoog als het brandpunt, een zwaar stoffelijk 
punt geplaatst en vervolgens losgelaten, waardoor het langs 
de binnenzijde van de parabool naar beneden glijdt, 

Er is geene wrijving. 

Zoek eene formule voor de drukking, welke het stoffelijke 
punt op de kromme uitoefent, en leid hieruit af in welk 
punt die drukking het grootst is. 


Candidaatsexamen Januari 1919. 


Mechanica. 


1. Een gelijkslachtige omwentelingskegel (hoogte = h, 
tophoek —= 2x) kan om een horizontale as door zijn top 
draaien. Bepaal den’afstand van slingerpunt tot ophangpunt 
(moment van traagheid van den kegel voor een as 
door zijn zwaartepunt evenwijdig aan het grondvlak == 
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30” (4r? +h?) als r de straal van het grondvlak is). 


2. Een gelijkslachtige kubus kan om een zijner ribben, 
die horizontaal gesteld wordt, draaien. Men brengt den 
kubus eerst in den labielen evenwichtsstand en geeft hem 
een kleine uitwijking. De loodlijn ZO, uit het zwaartepunt 
ZL op de draaiingsas getrokken, heeft op een gegeven oogen- 
blik een hoek van 120° doorloopen. 

Hoe groot is op dit oogenblik de drukking op dedraaiingsas 
in de richting langs OZ en loodrecht op OZ ? 

sa. Een gladde halve bol (straal — a, massa —= m,, middel- 
punt M) wordt met zijn plat grensvlak op een horizontaal 
vlak geplaatst. Een stamper (massa == m,), die in een ring 
is bevestigd en zich vertikaal op en neer kan bewegen, 
drukt op den halven bol. Het onderste punt A van den 
stamper is oorspronkelijk met het hoogste punt van den 
halven bol in aanraking. De bol wordt hierop een weinig 
over het horizontale vlak bewogen. Hoe groot is de snelheid 
van bol en stamper, als de straal MA een hoek 9 met de 
verticale richting maakt ? 

36. Gegeven is een beweging van drijfstang (AB) en 
kruk («Â); de baan van B is de rechte lijn rakende in 
C aan den cirkel («). AB =8Aa, De beweging begint met 
den stand, waarbij «A evenwijdig is aan de raaklijn CB 
en alzoo vierhoek «ABC een rechthoekig trapezium is. 
Beschouw den stand, waarbij ZA«C van den vierhoek 
150° is en neem aan, dat de beweging van A eenparig en 
haar loodrechte snelheid —= A« is. Construeer voor dezen 
stand buigceirkel, normaalcirkel, snelheid en versnelling van 
B, benevens den kromtestraal van het punt D, zoodanig op 
de drijfstang gekozen, dat BD =3AD is. 


Theoretische Mechanica W. 1, &. 1, B. L. 


1. Aan het hoogste punt van een hellend vlak (helling=80°) 
is het uiteinde van een dun onrekbaar koord bevestigd. Dit 
koord is om een gelijkslachtigen omwentelingscilinder 
(massa — m, straal — a) gewonden en wel zoodanig, dat de 
winding is aangebracht in een vlak door het zwaartepunt 
loodrecht op de as. De cilinder, het koord ontwindende, 
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rolt het vlak af‚ bij welke beweging zijn as horizontaal 
blijft. 

Bepaal de versnelling van de as en de spanning van het 
koord. 

2. Twee geliĳjkslachtige stangen, AB (lengte — 4a, massa 
— 2m) en BC (lengte —= 2a, massa=—=m) zijn in B zonder 
wrijving gescharnierd en liggen gestrekt op een glad 
horizontaal vlak. De stang AB wordt in een punt D, op 
een afstand a van B gelegen, getroffen door een horizontalen 
stoot S, loodrecht op AB. 

Bepaal: 

a. De snelheid van het midden M van AB, en die van 
het midden O van BC na den stoot. 

b. De hoeksnelheid van AB om M, en die van BC om 0. 

c. De grootte S, van den druk op het scharnierpunt 
B geoefend. 

da. Van een omwentelingsparaboloïde is de vergelijking 
der asdoorsnede y? =?px. Een segment dezer paraboloïde 
wordt met het platte, loodrecht op de as staande, grensvlak 
onbewegelijk op een horizontaal vlak geplaatst. Op den top 
A plaatst men een massieven gelijkslachtigen halven bol 
in evenwicht. Welk verband moet er bestaan tusschen den 
straal van dezen halven bol en den parameter der para- 
boloïde, opdat het evenwicht standvastig zij : a) als men den 
halven bol met zijn top, b) als men dezen met het middel- 
punt van zijn plat grensvlak op A plaatst ? 

(N.B. De grootte van den kromtestraal in den top der 
parabool is =p). 

86. Van een eenparig ronddraaiende kruk is de straal 
aA=r, de lengte der drijfstang AB is=3r; het uit- 
einde B loopt langs een raaklijn aan den krukeirkel. Lood- 
rechte snelheid van A is=A«, Neem aan dat Ax. met de 
richting van de baan van B een hoek van 30° maakt en 
beschrijf op AB den gelijkzijdigen driehoek ABC. Construeer : 

a. Snelheid en versnelling van C. 

b. Kromtestraal der baan van C. 


Lheoretische mechanica T, en M. l. 


1. Een omwentelingskegel met een tophoek van 90° 
heeft. de eigenschap, dat in ieder punt de dichtheid even- 
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redig is met den afstand tot het grondvlak. Is deze afstand 
gelijk aan de eenheid, dan is de dichtheid ook gelijk aan 
de eenheid. 

De kegel steunt met den top, zonder wrijving, tegen een 
verticaal vlak en rust met een punt van den rand van 
het grondvlak op een horizontaal vlak, dat echter tegen 
verschuiving wel wrijvingsweerstand biedt. De wrijvings- 
coëfficiënt is 4. 

Welken hoek maakt met het grondvlak de laagste be- 
schrijvende lijn van den kegel, wanneer dit lichaam op 
het punt staat van uit te glijden? En hoe groot is die 
hoek, wanneer den top van den kegel wel met het verti- 
cale vlak in aanraking is, maar hiertegen geen drukking 
uitoefent ? 

2. Een lichaam bestaat uit twee aan elkaar bevestigde 
cylinders, waarvan de assen eene enkele rechte lijn vormen. 
Beiden hebben hetzelfde gewicht G, maar de stralen r en 
R zijn ongelijk en de eerstgenoemde is de kleinste. Het 
lichaam rust met twee tappen in horizontale pannen. 

Om beide cylinders is, maar in tegengestelde richting, 
een koord gewonden en aan beide koorden wordt in hunne 
vrije uiteinden hetzelfde gewicht, ook gelijk aan G, ge- 
hangen, waardoor het geheele samenstel in beweging geraakt. 

Welken weg legt elk der hangende gewichten in tseconden 
af, en hoe groot is na dien tijd de snelheid van ieder ? 

Wrijvings- en stramheidsweerstanden, benevens de dikte 
der koorden, mogen verwaarloosd worden. 


Propaedeutische Examens vóór de Zomervacantie 1919, 


Analyse en Stelkunde, le deel (Cl. — W.L — SL — EL) 


1. Integreer: 
(2 et (Ul — 1) bg sin L 
1x? 
2, Bepaal de extreme waarden van y als: 
y=rt— 2? 


3. Van de kappakromme is de vergelijking in poolcoör- 
dinaten n= acotg gp. 


Bepaal van deze kromme: 

1°. de vergelijking in rechthoekige coördinaten, als de 
pool tot oorsprong en de poolas tot x-as genomen wordt; 

go, den aard van het in den oorsprong gelegen dubbel- 
punt ; 

30. den aard van het op oneindig gelegen dubbelpunt. 

4, Bepaal de som van de oneindig voortloopende reeks, 
waarvan de algemeene term is: 

1 Ì 
nl nr) 


an =e (e 


Analyse en Stelkunde, 2e deel (CL. — W.l. — Sl. — Bl) 


IL. De beginpunten van drie vectoren a, b en c vallen 
samen met het hoogtepunt O van een driehoek, de eind- 
punten met de hoekpunten. Een vector x heeft zijn begin- 
punt in O en de drie verbindingslijnen van het eindpunt 
van x met de eindpunten van a,b en ce zijn onderling 
loodrecht. Bewijs dat x loodrecht is op het vlak van a, b 
en c, en bereken de lengte van x. 

II. Bepaal het volume van het lichaam begrensd door 
het oppervlak Cay la 
en door de-platte vlakken 20, 4 =0 A Se 

II. Bepaal de oppervlakte van het deel van het xy-vlak 
begrensd door de kromme: 

yd yt)=a'r 
en haar asymptoten : 
ye =a?. 
LVs-Inteeréen: 


Jt ed = dy == dr? COS LH. 


Analytische meetkunde (B. l. — T. — MI) 


1. De raaklijn in een punt A van eene ellips snijdt het 
verlengde der kleine as in een punt B. Eene lijn door B, 
evenwijdig met de groote as, en eene lijn door A en het 
middelpunt van de ellips snijden elkaar in een punt S. 

Bepaal de meetkundige plaats van dit laatste punt, als 
A de geheele ellips doorloopt. 


ï 


Geef ook eene schetsteekening van die meetkundige plaats 
en toon aan, dat zij een geïsoleerd punt bezit. 

2. Op de parabool y? =a liggen twee punten met de 
abcissen 1 en 4 boven, en een punt met eene abecis 9 onder 
de as. 

Bewijs: 

1. dat de normalen van die punten door één punt gaan ; 

II. dat die drie punten met den top van de parabool op 
één cirkel liggen en dat de ordinaat van het middelpunt 
van dezen cirkel gelijk ís aan !/, der ordinaat van het 
snijpunt der drie normalen. 


Analytische meetkunde (C. 1. — W.l. — Sl. — E.l) 


1. Bepaal de vergelijking der kegelsnede, wier koorden 
|| OY middendoorgedeeld worden door de rechte # =2y 
en die de rechte #=3y—5 raakt in het punt (1,2) en 
gaat door het punt (2,0). 

Onderzoek den aard van deze kegelsnede. 

2. Gegeven zijn de kegelsneden: 

ay y 2 =0, 2=0; 
2y? H- Jaz H 2yz — Ar yd bz=0, @—z=l; 
2? 22 — Ary + 10yz J 4y —6=0, y —22=1. 

Bewijs, dat door deze 3 kegelsneden een oppervlak van 
den tweeden graad gebracht kan worden, en bepaal daarna 
de vergelijking van dat oppervlak. 

3. Men vraagt van het oppervlak, bepaald door de 
vergelijking (rechthoekig assenkruis) 

Dae? + 2y? +52? — ay — Az H Ayz — Za J Oz —4=0: 

a. de vergelijkingen der symmetrie-vlakken en symme- 
trieassen ; 

b. de vergelijking in hare eenvoudigste gedaante. 


Differentiaal- en Integraalrekening 1. en MI. 
1. Tot welke waarde nadert lin de formule van LANGEVIN : 
le EE: 


I=NM) ze 


mn 61 


wanneer z tot nul nadert ? 
N en M zijn standvastige grootheden. 
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(Zie over het gebruik van die formule o. a. J.J. THOMSON, 
Conduction of electricity trough metals, Nature, dl. 96, 1915, 
blz. 494), 

2. In eene verhandeling van J. EÉ. VERSCHAFFELT over 
de inwendige wrijving van vloeibaar gemaakte gassen 
(Verslagen der Koninklijke Academie van Wetenschappen, 
dl 24, [, 1915, blz. An vindt men de differentiaalvergelijking 

KEE} Ma C=0 
Gevraagd deze te integreeren, als M—=4K, C=8K is, 


en wanneer voor t=0, a= 2? en Wb wordt. 


2 212 
3. In het vlak XOY ligt de ellips ae zE oak 1 en in het 


vlak XOZ de ellips Ee n ==1. Een rechte lijn glijdt, 


steeds evenwijdig met het vlak YOZ blijvend, over de twee 
ellipsen en beschrijft zoodoende een gebogen oppervlak. 

Bereken het volumen van het lichaam, dat door dit 
oppervlak en de drie coördinaatvlakken ingesloten wordt. 


Differentiaal- en Integraalrekening T. en M.L. 


1. L. VEGARD geeft in eene verhandeling, getiteld: The 
structure of silver erystals, eene vergelijking van de gedaante 
cot 2y =2 cosec ax — cot z. 

Bepaal hieruit de hoeken «& en y, die voor cot 2y een 
maximum of een minimum geven. 

2. Geef eene atbeelding van de kromme, die door de 
vergelijking 

nst yt—g=0 
wordt voorgesteld, en bereken het volume van het lichaam, 
dat ontstaat, als het gesloten gedeelte van die kromme om 
de X-as wentelt. 

3. In eene verhandeling van A. A. JAKOWSKIN, getiteld : 
Zur Theorie der Lösungen, vindt men de differentiaalver- 
gelijking 

dee Sl WT SE 
da (kt Dalida) 

Gevraagd deze te integreeren. 
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Analyse (B. 1.) 


1. Er moet een gang worden gemaakt dwars door een 
heuvel, die ongeveer de gedaante van een liggend driezijdig 
prisma heeft. De breedte hiervan op den beganen grond is 
a en de hellingshoeken der opgaande vlakken zijn beiden 
gelijk aan «. 

Voor het beoogde doel kan men op twee wijzen te werk 
gaan. Men kan namelijk eene doorgraving, van boven open, 
met loodrechte zijwanden maken, hetgeen p gulden per ku- 
bieken meter verwijderden grond kost, of men kan een 
rechthoekigen tunnel van dezelfde breedte ben van de hoogte 
h graven, hetgeen op q gulden per kubieken meter komt. 

Besloten wordt, beide werkwijzen te vereenigen; om 
namelijk van weerszijden te beginnen met eene open door- 
graving en van het middenstuk, dat door het hoogere ge- 
deelte van den heuvel moet gaan, een tunnel van de hoogte 
h te maken. 

Hoe lang moeten de open doorgravingen en hoe lang moet 
de tunnel worden, als men de kosten van het Gen zoo laag 
mogelijk wil houden ° 

2. Een ronde toren draagt een dak, dat als volgt ge- 
vormd is, 

Op eene der middellijnen van den toren wordt een kap- 
… spant geplaatst, dat den vorm van een halven cirkel heeft. 
Een tweede dakspant staat op die middellijn, welke de 
eerstgenoemde loodrecht snijdt, en heeft den vorm van 
een gelijkbeenigen driehoek, waarvan de middellijn van 
den toren de"basis is, en waarvan de top met het hoogste 
punt van den staanden halven cirkel samenvalt. Het dak- 
vlak wordt beschreven door twee rechte lijnen, die over 
den staanden halven cirkel en over den rand van den 
torenmuur glijden, en daarbij steeds evenwijdig met het 
vlak van den gelijkbeenigen driehoek blijven. 

Hoe groot is de ruimte onder het dak, als de straal van 
den toren a genoemd wordt ? 


Natuurkunde. (Algemeene cursus, le deel). 


1. Een holle bol, inwendige straal R,‚ van zeer geringe 
wanddikte, d wordt onderworpen aan een inwendigen druk 
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Pir Zoo de uitwendige druk op den bol p, bedraagt, de 
elasticiteitsmodulus door E, en het oorspronkelijk inwendige 
volume (in het geval p;,=p„) door V worde voorgesteld, 
vraagt men de specifieke volumeverandering AV/V uitte 
drukken in B, d, R, p; en p‚, indien men van p;=py Op 
een andere waarde van p; overgaat en de dwarscontrac- 
ties of dilataties in den wand niet in rekening brengt. 

2. Twee cylindrische vaten van onderling gelijke door- 
snede O staan van onderen door een capillaire buis (lengte 
l, straal R) met elkaar in verbinding. In het eene vat wordt 
eene hoeveelheid vloeistof geschonken (soortel. gewicht s, 
coëfficient van inwendige wrijving n). Deze vloeistof loopt 
door de capillaire buis langzaam in het tweede vat. 

Gevraagd wordt een uitdrukking af te leiden voor den 
tijd t die noodig is, om het niveauverschil tusschen de 
vloeistof in beide vaten van h op }h terug te brengen. 


Natuurkunde (Algemeene Cursus, 2e deel). 


1. Een bundel kathodestralen, uitgaande van een punt 
O in een richting OX, doorloopt een electrisch veld, dat 
de daarop loodrechte richting OY heeft. 

Bewijs dat de bundel een parabool #? =?2py beschrijft 
waarvan de parameter p afhangt van de lading e‚ de massa mm 
en de snelheid v van de electronen waaruit de bundel bestaat, 
en van de electrische kracht F van het veld. 

Bereken de afwijking, die de bundel gekregen heeft, na 
een afstand van 5 cm in de richting OX doorloopen te 
hebben, als gegeven zijn: 


Dn —= 1,71 X 107 electromagn. eenheden. 


v —=3 X 10° cm/sec, 
F =200 volt/em. 
2. De platen van een geladen condensator, waarvan nde 


capaciteit Hb mikrofarad bedraagt, worden verbonden 


door een leiding met te verwaarloozen weerstand, waarin 
een draadklos is opgenomen met een coöfficient van zelf- 
inductie van 106 cm. Bereken het aantal trillingen per 
seconde van de oscilleerende ontlading. 
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Natuurkunde (Technische Warmteleer). 


1. Gegeven 0,6048 &. waterstof en 6,4 g. zuurstof, beide 
bij denzelfden druk en bij de temperatuur van 15° C. 

Men laat deze gassen eerst onder constanten druk in 
elkander diffundeeren ; vervolgens brengt men de ruimte, 
waarin het gasmengsel zich bevindt en waarvan het volume 
V bedraagt, in verbinding met een luchtledige ruimte van 
het volume 2V. 

Hoeveel bedraagt de totale verandering der entropie van 
de gassen ? 

Gegeven: van zuurstof, het molekulair gewicht — 32, 
het s.g. bij 0° C. en 1 atm. = 0,0014265; van waterstof, 
het molekulair gewicht = 2,016; verder 1 atm. —= 10833 
kg/m?®. E == 427 kgm/kg-cal. 


2. Te bewijzen: 
c’’ 
ER == EC nente, : 


waarin ep voorstelt het nuttig effect van een RANKINE-proces, 
ey dat van een CARNOT-proces, beide tusschen de hoogste 
temperatuur T', en de laagste T,, #, de verdampingswarmte 
bij T,, c/ de soorgelijke warmte van water langs de grens- 
lijn. Ondersteld is hierbij dat c”’ klein is ten opzichte van 7, 

Aan te toonen, dat als T,—T, klein is ten opzichte 
van T,, bij verdere benadering kan worden geschreven: 


ci 
drin Lue ° 


Natuurkunde (Bijzondere onderwerpen). 


Een okulair van HUYGENS bestaat uit twee dunne lenzen, 
waarvan de brandpuntsafstanden voor een bepaalde kleur 
van het licht a en 3a bedragen en die op een onderlingen 
afstand gelijk aan 2a zijn geplaatst. De beide lenzen zijn 
van dezelfde soort van glas gemaakt. 

a) Bereken den brandpuntsafstand van dit okulair. 

b) Toon aan, dat deze brandpuntsafstand niet verandert 
met de kleur van het licht, zoo men de overeenkomstige 
verandering van den brekingsindex klein mag onderstellen 
ten opzichte van den brekingsindex zelf. 


12 
Propaedeutische Examens voor de Zomervacantie. 


Beschrijvende meetkunde (C.T, — W.L — SL — K.I) 


1. Centrale projectie. 

De distantie is 14 cM. 

Een rechthoekig parallelopipedum heeft ribben van 6,8 
en 11 cM. Een der ribben van 11 cM. ligt ‘in het tafereel T 
met een harer uiteinden op den distantiecirkel, ter wijl het 
andere uiteinde 20 eM. van diens middelpunt verwijderd. 
is; de ribben van 8 cM. maken een hoek van 60° met T, 
Het parallelopipedum ligt met het projectie-centrum aan 
verschillende kanten van T. 

Bij ieder hoekpunt wordt een stuk afgesneden door een 
vlak, dat gaat door de middens der ribben, die in dat 
hoekpunt samenkomen. 

Gevraagd wordt de centrale projectie van het overblijvende 
lichaam. 

2. Rechthoekige projectie. 

Een kegel met top 0,0,16 snijdt het horizontale vlak in 
den cirkel (@ — 10)? +(y —71)? =25 en heeft een beschrij- 
vende lijn 5 gemeen met den kegel, die het horizontale vlak 
snijdt in den cirkel (a — 14)? + (y —2)? = 204, en wiens top 
op een afstand 9 boven het «y-vlak ligt; 5 gaat door het 
meest rechts gelegen snijpunt van beide cirkels. 

Men vraagt te construeeren: 

a. de asymptoot der doorsnede; 

b. het punt der doorsnede gelegen op de beschrijvende 
lijn van den eersten kegel, die het xy-vlak snijdt in het 
punt #=11; 47 

N.B. De cM. als eenheid van lengte te nemen. 

8. Axonometrie, 

De zijden XY, YZ en ZX van den tafereeldriehoek 
verhouden zich als 6:7:8. 

De as OZ en de schroeflijn «&=—=8cosp, y=8singp, 


z=8 +16 3, zijn richtlijnen en de kegel 
n° Hy? —16(2—2)? =0 e 
is richtkegel van een regelvlak. 
Van de doorsnede van dit regelvlak met den bol 


e° +y* (28) =04 
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de punten ite bepalen, die in YOZ liggen, en in het vóór 
XOZ en boven XOY gelegene dezer punten de gean 
te construeeren. 

N.B. De cM. als eenheid te gebruiken. 


(T. en M,I.) 


1. Axonometrie. Bepaal in het vlak YOZ een punt, dat 
evenver verwijderd is van het tafereel als van de vlakken 
XOY en X0Z. 

2. Een cirkel van 5 cM straal ligt in het, verticale vlak 
boven de as van projectie en raakt deze in een punt P. 
Uit een punt Q, in de as van projectie gelegen, op een 
afstand van 10 cM. links van P, is eene tweede raaklijn 
aan den cirkel getrokken, die haar raakpunt heeft in R. 

De gegeven cirkel is de grondlijn van een rechten cilinder, 
die op het horizontale vlak ligt, en tevens de beschrijvende 
lijn van een ringoppervlak, waarvan QR de as is. 

Bepaal die punten van de doorsnede der beide gebogen 
vlakken, welke in een vlak liggen, dat loodrecht op de as 
van den torus staat en deze as snijdt in een punt S, dat 
13 cM van Q af ligt. 

Bepaal ook de raaklijn aan de doorsnede in het voorste 
‚van de bedoelde punten. 


Propaedeutische Examens na de Zomervacantie 1910, 
Analyse en Stelkunde, le deel (CI. — W.l.—S.I.— EI.) 


1. Bepaal | sin 2a (lg sin ») de. 


2. Bewijs, dat bij de cardiotde 
r=a(l + Cos) 

de polaire normaal in een punt P der kromme middel- 
evenredig is tusschen 2a en den voerstraal van P. 

3. Zij P een puntop den in het eerste kwadrant liggenden 
tak der kromme 

je 

Bepaal den limietstand van de raaklijn in P, als P langs 

dezen tak tot den oorsprong nadert. 


L 
% 
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4, Bepaal den convergentiestraal van de reeks, waar van 
de nde term is 


Analyse en Stelkunde, 2e deel (Cl. — W.l — 5. Leen L) 


1. r is de voerstraal van een punt van een bewegend 
vast lichaam en v de snelheidsvector van dat punt. Indien 
de snelheid gegeven is door de vergelijking 

v=wxXrLr, 
waarin w een met den tijd veranderlijke vector is, vraagt men 

1°. den versnellingsvector a. 

20, te bewijzen, dat de: projectie van aop reen richting 
heeft, tegengesteld aan die van r. 

2. Bepaal volume en oppervlak van het lichaam, be- 
grensd door het cylindervlak 

a dy? =tar 
en door de beide vlakken 
Bed, 
Ek 
Het assenstelsel is rechthoekig. 
3. Bepaal de omhullende van het stelsel krommen 
[w? + (y—k)? — ac)? Zar? + a° (y —k)?, 
als k de veranderlijke parameter is. 

4, Een kromme bezit de eigenschap, dat de projectie 
van de ordinaat van een punt P der kromme op de normaal 
in P constant is. Gevraagd de krommen met deze eigen- 
schap te bepalen. 


Analytische meetkunde (C. 1. — W.L — Sl. — El) 


1. A en B zijn punten van een cirkel C. Onderzoek de 
meetkundige plaats der punten P in het vlak van C, waarvoor 
PA x PB gelijk is aan de macht van P ten opzichte van C. 

2 Bepaal de vergelijkingen van 2 projecteerende vlakken 
der rechten, die door het punt (—2, 1, —1) gaan en op 
afstand 2 de rechte 2x ty—z=?, 2 —dy — =d 
loodrecht kruisen (rechthoekig assenkruis’. 
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8. Toon aan, dat de oppervlakken 
Sn? — ys 22 — Jay — uy —2z2—6=0 en 
Ay? +22? + 3ry — bar + 15y —42 == 0 
elkaar volgens twee cirkels snijden (rechthoekig assenkruis). 
Gevraagd worden de coördinaten van de snijpunten dier 
cirkels, en de coördinaten van het middelpunt en de straal 
van één dier cirkels. 


Analytische meetkunde (B. I. — T. — MIJ) 


1. In een rechthoekig coördinatenstelsel zijn gegeven 
HORNE de) eN Bg lk 

Door het eerste punt en den oorsprong O trekt men de 
lijn OA en door het tweede punt eene lijn van veranderlijke 
richting, die de X-as in P en de lijn OA in Q snijdt. 

De loodlijnen in P op de X-as en in Q op de lijn OA 
snijden elkaar in S. 

Bepaal de meetkundige plaats van 5, als de tweede lijn 
alle mogelijke standen doorloopt en geef zooveel mogelijk de 
bizonderheden van die meetkundige plaats. 

2. Eene hyperbool, die twee zijden van een vierkant tot 
asymptoten en het overstaande trekpunt tot brandpunt heeft 
deelt de beide andere zijden middendoor. 

Bewijs dit. 

Analyse (B, 1.) 
1 Voor welke waarde van « wordt z in de Veres 


z ==? COSEC # — Cot x 
een maximum of een minimum ? 
2. Geef eene atbeelding van de kromme, die door de 
vergelijking ns dy—a=0 
wordt voorgesteld en bereken het volume van het lichaam, 
dat ontstaat, als het gesloten gedeelte van die kromme om 
de X-as wentelt. 


Beschrijvende Meetkunde (C.1. — W.L — 8. — EI) 


1. Perspectief. 

Een half-bolvormige schaal met horizontalen bovenrand 
rust op een passend uitgehold statief, dat den vorm heeft 
van een afgeknotten omwentelingskegel en geplaatst is op 
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het grondvlak. De as van den kegel is verticaal en ligt 
6 cm achter het tafereel op gelijke afstanden van oogpunt 
en rechter distantiepunt. De top van den kegel valt samen 
met het middelpunt van den bol, en ligt 7'/, em boven het 
grondvlak. De straal van den bol en die van den grondeirkel 
van het statief zijn beide 6 cm, 

Men vraagt den halven bol met het statief in perspectief 
te brengen. | 

Horizonhoogte 15 cm, distantie 24 cm. 

2. Scheeve parallelprojectie. 

Loodlijnen op XOZ projecteeren zich onverkort op XOZ 
onder een hoek van 155° met de z-as. 

Een cirkel met een straal van 6 eM ligt in een vlak | z-as 
en raakt aan XOZ en aan XOY. Deze cirkel is grondeirkel 
van een omwentelingskegel, waarvan de hoogte 15 cM. is 
en de top links van den grondeirkel ligt. 

Construeer de scheeve projectie van den kegel met eigen- 
schaduw bij verlichting door licht // XOZ en onder een hoek 
van 45° met XOY (opening boven XOY naar rechts). 

Bepaal tevens den schaduw binnen den kegel, indien 
deze hol gedacht wordt. 

8. Rechthoekige projectie. 

De as van een torus loopt evenwijdig aan het verticale 
vlak en snijdt het horizontale vlak onder een hoek van 60° 
in een punt A, dat 6 cM. vóór het verticale vlak ligt. De 
grootste parallelcirkel van den torus heeft een straal van 
15 cM, de kleinste een van 14 cM. De torus raakt in zijn 
laagste punt aan het horizontale vlak. 

Het punt M, 12 cM. verticaal boven A, is middelpunt van 
een bol met een straal van 6 cM. 

Construeer : 

d. de punten P der doorsnede van torus en bol, die 104 
cM van A verwijderd zijn; - | 

b. de raaklijn aan de doorsnede in één dezer punten P 
en wel ín het punt, dat den grootsten afstand tot het ver- 
ticale vlak heeft. 

N.B. De verticale projectie van het punt A in het midden 
van het papier aan te nemen. 


17 
Beschrijvende Meetkunde (T. en M. IL). 


1. Een bol en eene omwentelingshyperboloïde snijden 
elkaar bij de volgende gegevens. | 

De as der hyperboloïde is verticaal; de afstand tusschen 
die as en de beschrijvende lijnen is 3 cM. De hoek, waar- 
onder de beschrijvende lijnen de as kruisen, is 45°. De keel 
ligt 5 cM. boven het horizontale projectievlak. 

Het boloppervlak gaat door het middelpunt van den keel- 
cirkel en heeft zijn eigen middelpunt in den hoofdmeridiaan 
der hyperboloïde, 6 cM. boven het vlak der keel. - 

Construeer het punt der doorsnede, dat 8 cM. boven het 
horizontale vlak en in de voorste helft van de beide opper- 
vlakken ligt, benevens de raaklijn. in dat punt aan die 
doorsnede. gn 

2. Axonometrie. De hoekpunten A, B en C- van den 
tafereeldriehoek liggen achtereenvolgens in de X-, Y-en Z-as. 

Breng door BC een vlak, dat met het vlak XOZ een 
hoek van 60° maakt. 


Theoretische Mechanica (T. en M. L). 


1. Eene schijf, waarvan de dikte verwaarloosd kan worden, 
heeft den vorm van een parabolisch segment. Dit segment 
wordt ingesloten door een gedeelte van eene parabool en eene 
koorde, loodrecht op de as van die parabool. 

De afstand van brandpunt en richtlijn der parabool is p, 
en het gedeelte der as, dat binnen dat segment valt, heeft 
eene lengte 5p. 

Met welke punten der parabool kan de schijf, in verticalen 
stand, op een horizontaal vlak rusten en daarbij in even- 
wicht zijn ? 

2. Eene schaal, die de gedaante heeft van een halven 
bol met straal R,‚ is geheel gevuld met water. 

Dit water verdampt bij standvastige temperatuur en de 
verdampingssnelheid is evenredig met de grootte van de 
vrije oppervlakte der vloeistof. 

‚Na hoeveel tijd is al het water verdampt ? 

De snelheidsfactor is f, 


Examen-Opgaven W‚ 1, 16e Jrg, | D 
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TECHNISCHE HOOGESCHOOL. 


Propaedeutische Examens na de Zomervacantie 1919. 


Natuurkunde (Algemeene Cursus, le deel.) 


1. Bereken de lengteverandering van een cilindrische buis, 
aan beide einden gesloten, eerst voor het geval, dat deze 
alleen van binnen aan een drukverhooging van 100 kg/cm? 
wordt onderworpen, dan als deze drukverhooging zoowel 
binnen als buiten optreedt. 


OW zijn: de lengte van de buis 200 cm, 
de inwendige diameter 

van de buis . .. 16 cm, 
de wanddikte van de 

DUlseAs en 4 mm, 


de A eerendimt. 
van het materiaal .E == 12000 kg/mm?, 
de kontraktieverhouding 
van het materiaal . Ti 
2. Bepaal door middel van de wet der overeenstemmende 
toestanden den kritischen druk van broom, als gegeven zijn 


CI Br 
kritische temperatuur 146° C, 3020 G 
dh druk 93,5 atm, 


verder dat het kookpunt van vloeibaar chloor bij 1 atm. 
druk —38° C. is, en dat uit tabellen is te ontleenen voor 
de verzadigde dampspanning van vloeibaar broom: 


temp. druk 
46,89 C. 50 cm Hg. 
51,95°.C. 60 cm Hg, 


Natuurkunde (Algemeene Cursus, 2e deel). 


1. Oostelijk van een kleinen magneet, die in een horizontaal 
vlak kan schommelen, wordt een tweede magneet opgesteld 
in een vertikalen stand, zoo dateen der polen zich met den 
eersten magneet in een horizontaal vlak bevindt, op een 
afstand van 30 cm, en de tweede pool 25 em onder dit 
vlak ligt. De eerste magneet krijgt daardoor een afwijking 


19 


van 2°, Hoe groot is het magnetisch moment van den tweeden 
magneet ? 

Horiz. intensiteit van het aardmagnetisme — 0,185 Gauss. 

2. De einden van een draadklos, met een coëfficiënt van 
zelfinductie van 50000 em en een weerstand van 0,04 ohm, 
zijn verbonden met een wisselstroomleiding, zoo dat aan deze 
einden een spanning is, die voorgesteld kan worden door 
E=E,sinzt, waarin E,=05 volt, n=700. Gevraagd 
wordt te berekenen : 

a. de maximumwaarde van de stroomsterkte in den klos ; 

b. het faseverschil tusschen de spanning en de stroom- 

sterkte. 


Technische Warmteleer. 


1. a) Bewijs, dat de damplijn, de smeltlijn en de sublima- 
tielijn in een pT-diagram voor een enkelvoudige stof elkaar 
in één punt (triplepunt) snijden. 

b) Bereken voor het triplepunt van water de Bone (in 
mm kwik per graad) van de damplijn en van de sublimatie- 
lijn, als gegeven is voor dat punt : de temperatuur=0,0075° C,, 
de verdampingswarmte 7,, —= 595 cal, de sublimatiewarmte 
F3, —675 cal, het soortelijk volume van waterdamp v/ == 
206000 em°/g, van water v’=1,00 em°/g, van iĳs v/= 
1,09 em?/g, terwijl verder E=421 kgm/kg-cal, 1 atm = 
10800 kg/m? te stellen is. 

c) Welke (benaderde) waarde voor het verschil in spanning 
van den verzadigden damp boven water en dien boven ijs, 
beide bij —1°® C, volgt uit de verkregen uitkomst ? 

2. Een ideaal gas wordt polytropisch (soortelijke warmte 
=—=cC) verwarmd van T,°tot T°;de warmte wordt toegevoerd 
door middel van kringloopen van CARNOT, die tusschen het 
gas als de eene warmtebron en een lichaam van standvastige 
temperatuur T, als tweede warmtebron worden volbracht, 

Hoeveel arbeid wordt hierbij geleverd of verbruikt ge- 
zamenlijk door de kringloopen en het gas? De massa van 
het gas gelijk aan de eenheid te stellen. 


Bijzondere onderwerpen. 


Insteldiepte of fokusdiepte. 
a) Hoe groot is de som van de voorste en achterste 
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insteldiepte van het ongewapende oog, als de gezichtsscherp- 

te 0,0003 radialen bedraagt, de wijdte van de oogpupil2p, =3 

mm, en het oog is ingesteld op een afstand q =300 mm ? 
b) Hoeveel bedraagt de totale insteldiepte bij waarneming 

door een mikroskoop, als de vergrooting 400 bedraagt, de 

openingshoek 2x van het objectief gelijk is aan 58°, en de 

overige noodige gegevens dezelfde zijn als sub a. 
De te gebruiken formules toelichten. 


KONINKLIJKE MILITAIRE ACADEMIE. 
TOELATINGS-EXAMEN 1910, 


Reken- en Stelkunde (1 +1 +1 uur). 


1) Van de vergelijking: @? + Ax +14 =0 met positieve 
wortels, is de som der vierkanten der wortels = 6}. 

a. Gevraagd: A. 

b. Welke reëele waarde moet A hebben, opdat de eene 
wortel het vierkant zij van den anderen ? 

2)a. Gevraagd de som te bepalen van de meetkundige reeks: 

5 
TO v30, ee ets 

b. Met behoud van den eersten term wordt een nieuwe 
afdalende meetkundige reeks gemaakt, waarvan de som 
gelijk is aan (241 — 44/30). Gevraagd : de daarbij behoo- 
rende reden. ; 

3) Als van de vergelijking: #? + px +q==0 de verhou- 
ding der wortels =a is, en het verschil = 5, zij gevraagd 
van de vergelijking: y° 4 qy +p=0 het verschil der wor- 
tels uit te drukken in a en 5. 


Meetkunde (1 +1 +1 uur). 

1) Op de basis BC van een gegeven driehoek ABC neemt 
men een punt D aan en beschrijft cirkels om de AA ABD 
en ACD, die hunne middelpunten in OQ en O’ hebben. Te 
bewijzen : 

1°. dat de verhouding der stralen van die cirkels onaf- 
hankelijk is van de plaats van D; 
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20, dat de AA AOO’ en ABC gelijkvormig zijn. 

2. Een halve bol wordt door een vlak evenwijdig aan 
het grondvlak, verdeeld in een segment en een schijf. 

In het segment beschrijft men een bol, die de hoogte 
van het segment tot middellijn heeft en in de schijf een 
kegel, waarvan de top met het middelpunt van den halven 
bol samenvalt en het grondvlak met het grondvlak van 
het segment. 

Als nu het segment even groot van inhoud is als bol en 
kegel samen, in welke verhouding is dan de hoogte van 
den halven bol: verdeeld ?_ 

8. Van een vierkant ABCD is de zijde a en S het snij- 
punt der diagonalen. Men trekt in A en C twee loodlijnen 
op het vlak ABCD, neemt op de eerste loodlijn een punt 
A’ zoodat A’/S=a, en op de tweede loodlijn een punt C’ 
zoodat A/C’ = 24. 

Bewijs dat AC’ loadrecht op het vlak A/BD staat en be- 
reken de inhouden der viervlakken A/’/ABD, C’CBD en 
C’A/BD. 

Gonio- en Trigonometrie (Ll +1 +1 uur). 


1. Als van A ABC de zijden een rekenkundige reeks 
vormen, waarvan 5 de middelste term is, dan is: 
acos* FO Hecost JAT. 

Bewijs dit. 

2. Bewijs dat cos? + (cos 5p — cos 11e) cos p — 

cos 5e cos 11p = sin? 3p H- 
(sin 9p + sin Tp) sin 3e + sin Mp sin 7o. 

8.- Een geliĳjkbeenige A ABC (basis = b, opstaande zijde 
=— a), liggend in het horizontale vlak, wordt over een hoek 
van 60° om de basis AB gewenteld. Bereken zonder loga- 
rithmentafel de tangens van den hoek, dien na de wente- 
ling de loodlijn uit B op de overstaande zijde AC neer- 
gelaten; met het horizontale vlak maakt. (Met een duidelijke 
teekening.) 


Mechanica (50 + 50 + 50 minuten). 
1. Twee stoffelijke punten A en B, beide P KG. wegend, 


liggen in rust op een glad horizontaal vlak, door een ge- 
strekt koord van 20 M. verbonden. 
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Het punt A valt over den gladden rand van het vlak 
verticaal omlaag. 

Indien de hoogte van het vlak boven het grondvlak 10 M. 
bedraagt, vraagt men waar en wanneer het punt B het 
horizontale grondvlàk zal bereiken. (g=10 M. per sec.) 

2. Een plaat ABCD, in den vorm van een vierkant met 
zijde a, wordt in een verticaal vlak geplaatst met de zijde 
AD op een horizontaal vlak. 

Uit deze plaat snijdt men een kleiner vierkant EEFGD, 
waarvan E op AD en G op CD ligt. Hoe groot is de zijde 
van dit vierkant, als het overblijvende deel ABCGFE ee 
het punt staat om E te kantelen ? 

5. Een koord, lang 2 M., kan ten hoogste eene spanning 
verdragen van 25 KG. Zonen te breken. Het eene uiteinde 
Á van. dat koord wordt op een horizontaal vlak vastge- 
maakt, terwijl men aan het andere uiteinde B een stoffelijk 
punt (gewicht 1,8 KG.) bevestigt, dat men op dit horizontale 
vlak om A laat draaien. 

Hoe groot zal het aantal omwentelingen zijn op het 
oogenblik, dat het koord breekt ? 

ÄAls de A bij het glijden van het punt 
over het horizontale vlak } bedraagt, op welken afstand 
van het punt A zal het dan HAN rust komen, nadat het SOC 
gebroken is? (g =10 M. per sec) 


Natuurkunde. (55 + 55 dj 55 minuten). 


1. Eenlichtbron wordt op 36 cM. afstand geplaatst op de 
hoofdas voor een holle lens, welke holle voorvlakte een 
kromtestraal heeft van 24 cM. 

De door de lichtbron uitgezonden stralen worden gedeel- 
telijk door de lens gebroken. 

a. De aard en de plaats van het door de teruggekaatste 
stralen gevormde beeld te bepalen. 

let beeld, dat de door de lens gebroken stralen vormen 
is even groot als het onder a genoemde beeld. 

b. Hoe groot is de hoofdbrandpuntsafstand van de lens, 
en hoe is de vorm van het achtervlak van de lens, als de 
brekingsindex van het glas = 13? 

c. Op welken afstand achter de holle lens moet men 
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een bolle lens plaatsen met brandspuntsafstand van 18 cM, 
opdat op een scherm, dat 78 cM. achter de holle lens ge- 
plaatst is, na breking door beide lenzen, een vergroot 
beeld gevormd worde ? 

De beeldvormingen bij a en c door teekening toe te lichten. 

2. Naar keuze 1 of 2. 

1. Wat verstaat men onder den betrekkelijken vochtig- 
heidstoestand der lucht? Hoe wordt hij SEE met den 
condensatiehygrometer ? 

Als een ruimte onverzadigde damp bevat, en men verhit 
die ruimte bij constant volume, verandert dan de betrek- 
kelijke vochtigheidstoestand?® Zoo ja, hoe? Het antwoord 
toe te lichten. 

II. Waarom onderschiedt men bij een gas: soortelijke 
warmte bij constant volume en soortelijke warmte bij con- 
stanten druk? Geef van elk de definitie. Welke is de 
grootste en hoe verklaart men dit? Welke van de beide 
wordt gewoonlijk door de proef bepaald? Beschrijf de 
methode. 

9. Naar keuze 1 of 2. 

1. De brug van Wheatstone. Behandel een meting, waarbij 
deze brug wordt gebruikt en geef een zeer korte beschrij- 
ving van de hierbij gebruikte toestellen. 

[L. Wat verstaat men onder de sterkte van een elec- 
trische stroom ? Hoe bepaalt men deze met de tangenten- 
boussole ? (Beschrijving, afleiding der formule.) 


Scheikunde. 


De dampdichtheid van een mengsel van N,O, en NO, 
bedraagt bij zekere temperatuur 28,15. Welke is de asso- 
ciatiegraad en welke is de verhouding tusschen het aantal 
moleculen N,O, en NO, als het atoomgewicht van stikstof 
14 en dat van zuurstof 16 is? 


Lijnteekenen (14 uur). 


Beschrijf een vierkant in een cirkel met een straal van 
12 cM. (vierkant en cirkel getrokken). Beschrijf daarna 
in elk der vier kleine cirkelsegmenten den grootsten inge- 
schreven cirkel (getrokken). Teeken van deze vier cirkels 
alle mogelijke inwendige raaklijnen (gestippeld). Ten slotte 
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den cirkel (streeppunt) die in den achthoek, gevormd door 
deelen dier raaklijnen, beschreven kan worden. 
(Alle hulplijnen gestippeld ) 


Beschrijvende Meetkunde (1 +1 + 1 uur). 


1. De driehoek ABC, in het horizontale projectievlak 
gelegen, is grondvlak van een regelmatig viervlak. Op de 
drie opstaande zijvlakken als grondvlak worden rechte 
prisma’s beschreven, waarvan de hoogten geliĳk zijn aan 
de ribben van het viervlak. 

Construeer de projectiën van het aldus verkregen lichaam. 

2. Van een driezijdige pyramide TABCis het grondvlak 
ABC, in het horizontale projectievlak gelegen, gegeven. 
Het zijvlak ABT maakt een hoek van 60° met het horizon- 
tale projectievlak (helling naar rechts), het punt P ligt in 
het zijvlak ACT, terwijl de hoogte van de pyramide 4 cM. is. 

Construeer de projectiën van die pyramide. 

5. Een vlak V en een punt P zijn gegeven. Construeer 
de projectiën van een punt in V gelegen, dat 5 cM. van P 
en 5 cM. van het snijpunt van V met de as van projectie 
verwijderd is. 


RANGSCHIKKINGS-EXAMEN 1919. 


Rekenen (30 +4 20 + 10 minuten). 


1. Bereken de waarde van: 
(521765 X99— 2448 : 48) : 211605 — (18345 X713—28080 : 72): 
(1919 + 2952 : 36 — 33 X 5I) + 35 X 811: 
[627 — (387 + 860 X 98 — 4288 : 64): 
: {1333 + 5208 : (8189 H 5925 : 75 — 93X88) — BIX1T + 8847]. 
2. Bepaal de waarde van: 


aa de zeen 
9 1 7 2 
jn 4 
a Jo ee AKD 
Hi 19 1 8 
A nn 
3 0 Xi 
gÀ fore 
13 21 19 8 
Ed elk 
8 Wed et 
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3. Herleid tot een gewone breuk: 


an 
Tk 


Stelkunde met Gonio- en Trigonometrie (3 + } uur). 


1. De hoeken A, B en C vaneen driehoek ABC bevatten 
elk een geheel aantal graden, respectievelijk x°, y° en z°. 

y is rekenkundig middelevenredig tusschen « en z; 
log « + log y —logz=l + 2log2 +log 3. 

Hoe groot zijn deze hoeken ? 

Geef een logarithmische trigonometrische formule, waarbij 
het oppervlak van dezen driehoek wordt uitgedrukt in de 
zijde a en de hoeken B en C, en bereken ten slotte de 
grootte van dit oppervlak voor a == 18,81 cM. 


2. Bereken alle waarden van w, die voldoen aan de 
vergelijking : 


tg (180°+ 20) 
sec? (— 2) ° 


ep OEI EA 


Meetkunde (40 + 40 minuten). 


1. Construeer de lijnen « en y, die voldoen aan het 
stel ng 
jab 14175) 
ia \ 2(a? 45°) 
waarin a en b twee gegeven lijnen voorstellen. 


2. De top van eenen kegel valt samen met het middel- 
punt van eenen bol, terwijl het grondvlak van den kegel 
raakvlak is aan den bol. Indien het gedeelte van den 
kegel buiten den bol gelijk ís aan het gedeelte van den 
bol buiten den kegel, vraagt men naar den inhoud van 
het gemeenschappelijke deel. 


en axy=lV(a* + bt), 
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EXAMEN LAGER ONDERWIJS 1919. 


Stelkunde (3 uren). 


1. Los de onderstaande vergelijkingen op en bepaal de 
grenzen van m zoodanig, dat # en y 
le beide positief zijn; 
2e beide negatief zijn; 
se verschillend teeken hebben. 
(me (mt-iy=3 
py m2) (m1) 
(m — 2) (m +1) 

2. Drie getallen, waarvan de som 93 bedraagt, vormen 
een opklimmende meetkundige reeks. Bij deze drie getal- 
len worden respectievelijk drie andere getallen opgeteld, 
die een opklimmende rekenkundige reeks vormen, waar- 
van de som driemaal zoo groot is als het verschil tusschen 
de uiterste termen. 

De drie sommen, die men verkrijgt, vormen wederom 
een meetkundige reeks, waarvan de uiterste termen 120 
verschillen. 

Gevraagd wordt, de drie getallen te bepalen, alsmede 
de drie sommen, die verkregen worden. 

8. Bepaal k zoodanig, dat de wortels van 

gt — (Bk 4-2) 0? kk? =0 
opeenvolgende termen van een rekenkundige reeks zijn. 


Planimetrie (3 uren). 


1. ABCD is een koordenvierkoek. De verlengden van 
AB en DC snijden elkaar in P, de diagonalen in Q. Bewijs, 
dat PQ? gelijk is aan de som van de machten van Pen Q, 
ten opzichte van den omgeschreven cirkel van ABCD. 

2. ABCDE is een regelmatige vijfhoek. Men trekt in A 
een loodlijn op AB, in B een loodlijn op BC, enz. enz. Die 
vijf loodlijnen sluiten een, binnen den oorspronkelijken 
vijfhoek gelegen, regelmatigen vijfhoek in. Bepaal de ver- 
houding van de oppervlakken der beide vijf hoeken. 

3. Van een trapezium is de grootste der evenwijdige 
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zijden in grootte en ligging gegeven, de kleinste in grootte. 
Verder is de verhouding der opstaande zijden bekend. 
Men vraagt de meetkundige plaats van het snijpunt der 
diagonalen. 


Stereometrie (5 uren.) 


1. Door de hoekpunten B, C en D van een viervlak 
ABCD wordt een bol gebracht, die door de opstaande 
ribben nogmaals in B, C, en D, gesneden wordt. 

Bepaal de voorwaarde, waaraan de ribben van het vier- 
vlak moeten voldoen, opdat A B,C,D, gelijkzijdig zij. 

Bewijs, dat in een dergelijk viervlak de verbindingslijnen 
van de hoekpunten met de middelpunten van de inge- 
schreven cirkels der overstaande zijvlakken door één punt 
gaan. 

2, TABC is een drievlakshoek, waarvan T de top is. 
Door de bissectrices der zijden ATC en BTC brengt men 
een plat vlak, dat de zijde ATB snijdt volgens een rechte 
Ll. Bewijs, dat l loodrecht staat op de bissectrix van de 
zijde ATB. 

5. Van een scheeven kegel, waarvan het grondvlak een 
cirkel is, staat één beschrijvende lijn loodrecht op het 
grondvlak. T is de top, M het middelpunt van het grond- 
vlak. Een willekeurig vlak door TM snijdt den kegel vol- 
gens een driehoek. 

Bepaal de meetkundige plaats van het hoogtepunt van 
dien driehoek, als het snijvlak om TM wentelt. 


Gonio- en 1rigonometrie (3 uren). 


1. De tangenten der-hoeken van A ABC vormen een 
rekenkundige reeks. (/ A is de grootste, Z C is de kleinste 
hoek). De hoogtelijn uit A staat tot die uit C als 15:83. 
Bereken de hoeken van A ABC. 

2, Van hoek w ligt ’t hoekpunt in vlak V, het eene been 
van Zeo maakt een Za, het andere been maakt een / @ 
met V. Leid een formule af voor de grootte # der projectie 
van Zw op V, en maak deze geschikt voor logarithmische 
berekening. 

N.B. De beenen van Z wp liggen aan denzelfden kant van V. 
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3. In een omwentelingskegel is een bol beschreven. 
Druk de verhouding der inhouden van bol en kegel uit in 
den halven tophoek « van den kegel. Voor welke-waarde 
van ais die verhouding zoo groot mogelijk ? 


EXAMEN M.O. K,, 1919. 


Meetkunde (3 uren). 


1. Door een punt P, binnen een bol, trekt men de 
onderling loodrechte koorden AA’, BB’, CC’. Bewijs, dat 
de loodlijn uit P op het vlak ABC zwaartelijn is in het 
viervlak PA’B'C’. 

2. Men kan een viervlak op drie wijzen beschouwen 
als prismoïde, waarvan het middelvlak een parallelogram 
is. Zijn twee van die parallelogrammen rechthoekig, dan 
snijden de hoogtelijnen van het viervlak elkaar in een punt. 

Bewijs dit. 

9. Gegeven zijn twee, in verschillende vlakken gelegen, 
cirkels. Hoeveel cirkels kan men door een willekeurig punt 
leggen, die elk der gegeven cirkels tweemaal snijden ? 
Hoeveel cirkels, die de gegeven cirkels tweemaal snijden, 
hebben een willekeurig aangenomen rechte tot koorde ? 


Driehoeksmeting (2% uur). 


1. Bepaal p uit de vergelijking 
cos 4p + sin p sin 2p + sin 2 sin 3p —= COS? p. 

2, Noemt men a, 2 en y de hoeken die de zwaartelijnen 
van den vlakken driehoek ABC met de ovoreenkomstige 
hoogtelijnen maken, dan is ) 
tg?a + tg 2 + tg?y == (ecosec? A + cosec?B + cosec? C) — 2. 

9. Iemand meet vaneen ster met 8°54’ noorder declinatie 
de hoogte (=20°45’) en het azimuth (=48°20'). Op welke 
breedte bevindt zich de waarnemer ? 


Stelkunde (3 uren). 


1. Voor welke complexe waarden van A worden de 
drie wortels van de vergelijking 


29 


234 12(1 +43) 2d A=0 
in het complexe vlak voorgesteld door drie punten, die in 
een rechte lijn liggen ? 
2. Voor welke (complexe en bestaanbare) waarden van 
zis de reeks 
z ie gp lb 
EE Cr AE EE A EE Er CLA 
convergent ? 
Bepaal de som en onderzoek in het bijzonder het geval 
Eid | 
3. Een oneindige getallenrij (a) is bepaald door de vol- 
gende voorwaarden: 
a,)>0, apzi=Vantk), kjO. 
Toon aan; dat deze getallenrij monotoon is en een limiet 
heeft. Bepaal die limiet. 


Analytische Meetkunde. (2% uur.) 


1 Om het punt O laat men een rechten hoek wentelen. 
De beenen snijden de kromme #° +y?* =?2a xy, behalve in 
0. in twee punten P en Q. Bewijs, dat de rechte P Q door 
een vast punt der kromme gaat. 

2. Ten opzichte van een cirkel is de poolfiguur van een 
anderen cirkel een kegelsnede, die het middelpunt van 
den eersten cirkel tot brandpunt en de poollijn van het 
middelpunt van den tweeden cirkel tot overeenkomstige 
richtlijn heeft. Bewijs dit. 

„3. Gevraagd de meetkundige plaats der middelpunten 
van de rechthoekige hyperbolen, die een gegeven cirkel 
in een vast punt osculeeren. 


Beschrijvende Meetkunde (3 uren). 


1. Op de as van projectie neemt men een punt 4, aan, 
benevens een punt B,, 6 cM. links van 4,. 4, is de hori- 


zontale projectie van een in het vertikale vlak 6 cM, boven 
A, gelegen punt A; B, is de verticale projectie van een in 
het horizontale vlak 6 cM. vóór B, gelegen punt B. 4B 
is een der ribben van een kubus, welks ribbe 4C in het 
verticale vlak ligt. Deze kubus ligt geheel en al in den 
eersten ruimtehoek en wordt verlicht door lichtstralen, 
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evenwijdig aan het verticale vlak, die met het horizontale 
een hoek van 60° insluiten (opening naar links). 

Construeer : 

a. de projectiën van dezen kubus; 

b. zijn slagschaduw op het horizontale vlak. 

2. Op de as van projectie is een punt A aangenomen ; 
daaruit trekt men naar boven de in het verticale vlak 
gelegen rechte lijn 4 B, die met de as een hoek van 45° 
insluit (opening naar links). 

Van een punt C, dat in het horizontale vlak 7,5 cM. 
vóór het verticale ligt, is de verticale projectie C, 18 cM. 
links van A gelegen. C is het steunpunt van een op het 
horizontale vlak rustende bol (straal =6 cM). | 

Construeer de door AB gaande vlakken, die van dezen 
bol een kleinen cirkel afsnijden, welks straal 3 cM is. 


TECHNISCHE HOOGESCHOOL. 


Candidaats-Examen Januari 1920, C. I. 


Theoretische Mechanica. 


1. Een homogene cylinder met massa m en straal r rolt 
en glijdt over een hellend vlak (hellingshoek «) zoo, dat 
de as van den cylinder horizontaal blijft. Bij het begin der 
beweging beweegt zich het zwaartepunt bergop met een 
snelheid v,, terwijl de punten van den cylinder, die met 
het hellende vlak in aanraking: zijn, een snelheid wr — v, 
hebben, die bergaf gericht is. Men vraagt het tijdstip te 
bepalen, waarop de cylinder een zuiver rollende beweging 
_ begint, alsmede het tijdstip, waarop deze laatste beweging 
‘haar richting omkeert. Wrijvingscoëfficient f=2tga, 

IL, Een cirkelvormige buis met straal r cm wordt met 
een constante hoeksnelheid w om een vertikale raaklijn 
gedraaid. In de buis beweegt zich zonder wrijving een 
materiëel punt met massa m gram, dat in den aanvang 
in het punt in de as in rust is. Hoe groot moet w zijn opdat 
het materiëele punt juist het hoogste punt van de buis 
bereikt? Hoe groot is in dit geval de horizontale druk van 
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het materiëele punt tegen de buis op het oogenblik dat 
het zich in het laagste punt van de buis bevindt ? 

HI Een stang draagt twee gelijke massa’s m en is 
draaibaar om een vast punt, dat den afstand tusschen de 
massa’s verdeelt in de verhouding 1:3. In den aanvang 
is de toestel in evenwicht onder den invloed der zwaar- 
tekracht. Er werkt dan een horizontale stoot Sin een punt 
van de stang, dat op een afstand a onder het draaipunt 
ligt. Hoe groot moet a zijn, opdat de reactiestoot in het 
draaipunt nul is, en hoe groot moet S zijn, opdat de toestel 
na den stoot volle wentelingen maakt? Het gewicht van 
de stang en de wrijving zijn te verwaarloozen. 


Toegepaste mechanica (3 uur). 


Voor a.s. Civiel- en Bouwkundige Ingenieurs 


1. Hoe luidt de wet van MAXWELL voor de wederkee- 
righeid tusschen verplaatsing en draaiïng ? Bewijs die. 

2. Op iedere strekkende meter lengte van een lange 
fundeeringsplaats grijpt 3.00 M boven de voorzijde van de 
plaat, die horizontaal ligt, een kracht aan groot 60 ton, 
waarvan de werklijn de lengteas van de plaat loodrecht 
kruist en helt-onder 20° met de verticaal in dien zin, dat 
de werklijn het grondvlak van de plaat snijdt. 

Hoe breed moet de plaat zijn opdat de grootste normale 
druk op den bodem 4 K.G. per cm? bedraagt? Het eigen 
gewicht van de plaat is in de kracht inbegrepen. 

Sin 20° = 0,34, Cos 20° = 0,94. 

3. Een wand, die bestaat uit een aaneengesloten rij van 
prismatische verticale balken, die met hun ondereinde tegen 
een aanslag rusten en op zekere hoogte door een horizon- 
talen aanslagbalk worden gesteund, moet h meter water 
keeren, | 

Zoek analytisch de voordeeligste plaats voor dien aan- 
slagbalk, opdat de dikte der balken zoo klein mogelijk zij, 
door n.m. de hoogte van dien balk boven den onder aan: 
slag te stellen «.h. en dan eene hoogere graadsvergelijking 
op te maken, waarin « als eenige onbekende voorkomt, 
Oplossing van «@ wordt niet verlangd. 
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4. Een houten balk 24 bij 25 cM. is in het midden van 
elk der korte zijden verstijfd door een ijzeren strip van 10 
bij 1 ecM,‚ zoodanig bevestigd, dat ijzer en hout statisch 
volkomen samenwerken. 

Hoeveel procent ís voor het geval van buiging om de 
hoofdas, die geen ijzer treft, de sterkte en hoeveel procent 
de stijfheid toegenomen tengevolge van het aanbrengen 
van de ijzerwapening ? 

Eijzer 2150000 K.G./eM?. Erour 107500 K.G./eM?. 

Toe te laten spanningen voor in hout 50 K.G./cM?. 
trek en druk. in ijzer 800 K.G./eM?. 

Om welke der hoofdassen dunkt U, op het oog, het knik- 
gevaar het grootst als de balk als standvink gebruikt zou 
worden ? 

5. Twee balken van 12 cM. breedte bij 20 cM. hoogte 
worden los op elkaar gelegd met de bedoeling, dat zij te 
samen een last van 1300 K.G. in het midden der over- 
spanning van 4 M. zullen dragen. Zij worden onmiddellijk 
boven de opleggingen zoodanig aan elkaar verbonden, dat 
zij daar niet ten opzichte van elkaar kunnen verschuiven. 

Aangenomen mag worden dat de bovenste balk behalve 
boven de opleggingen alleen in het midden van de over- 
spanning op de onderste drukt, en wel met een kracht 
gelijk de helft der belasting, 

Gevraagd wordt hoe groot de afschuivende kracht is, 
waaraan de verbinding moet weerstand bieden en welke 
de grootste normaalspanning is, die in het midden der- 
overspanning in het hout zal optreden. Eigen gewicht en 
vormverandering wegens afschuiving kunnen verwaarloosd _ 
worden. 


En | 
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